Kapitel 1

Geordnete Festkorper

1.1 Grundlegende Definitionen

Wir wollen uns zunéchst mit periodischen Strukturen befassen. Kristalle
sind solche periodische Strukturen (vom Griechischen mit der Bedeutung
FEis).

Beispiele:
1. C

e Diamant — Diamantgitter
2. Alkalimetalle

e NaCl
e NayB,O7 - 10H50

3. Erdmetalle / Halbmetalle

o (GaAs
o 57

Diesen Kristallen ist gemeinsam, dass sie eine periodische Struktur aufwei-
sen. (Diese besteht jedoch nicht wie bei mathematischen Gittern in ei-
ner einfachen Translationsinvarianz von Punkten, sondern in einer bzgl. von
Gruppen von Atomen bzw. bei molekularen Kristallen in Gruppen von Mo-
lekiilen.) Weiter weisen sie Symmetrien auf, die im engen Zusammenhang
mit optischer Aktivitdt bzw. anderen physikalischen Eigenschaften stehen.

Um uns die moglichen Symmetrien zu veranschaulichen, betrachten wir
einen hexagonalen Ring. Eine Rotation um 60° (Konvention) um den Punkt0
fithrt zur Deckungsgleichheit mit der urspriinglichen Figur. Der hexagona-
le Ring hat eine sechsfache Rotationsachse senkrecht zur Ebene, die durch
die Atome gebildet wird und die Achse geht durch den Punkt 0. So ei-
ne Rotation heifit Punkt-Symmetrie-Operation und der zugehorige Operator
Punkt-Symmetrie-Operator. Neben der Rotation gibt es noch die Inversion
und die Spiegelung. Die Punkt-Symmetrie-, die Inversions- und die Spiege-
lungsoperationen bilden die Punktgruppe.
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Abbildung 1.1: 6-fache Symmetrie

Ein Kristall ist eine periodische Struktur mit primitiven Translations-
vektoren (ai, a3, a3), deren Elemente Einheitszellen (Elementarzellen) sind.

Enthilt die Einheitszelle nur ein Atom, dann heifit das resultierende Git-
ter Bravais-Gitter. Es gibt bzgl. der Translationssymmetrie der primitiven
Translationsvektoren bei symmetrischen Einheitszellen fiinf (fiir d=2) und
vierzehn (fiir d=3) Bravais-Gitter:

o d=2
Raumgitter | Anzahl der Bravais-Gitter
schief 1(P)
hexagonal | 1 (P)
rechteckig | 2 (P,F)
quadratisch | 1 (P)
e d=3
Raumgitter Anzahl der Bravais-Gitter
trinklin 1(P)
monoklin 2 (P,C)
hexagonal 1(P)
trigonal 1 (P)
orthorhombisch | 4 (P,C,I,F)
tetragonal 2 (PI)
kubisch 3 (PLF)

Und die Zentrierungsgruppen sind:
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Abbildung 1.2: Die vierzehn Bravais-Gitter
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Abbildung 1.3: bee-Gitter in 3D und 2D

F flichenzentriert

I innenzentriert

C Basisflache zentriert

P primitiv (nur an den Ecken besetzt)

Ein Beispiel einer Kristallstruktur ist das bece-Gitter, kubisch raumzen-
triertes Bravais-Gitter (bcc: body centered cubic; kubisch mit (I)). Dieses
kann als zwei ineinander verschachtelte einfach kubische Gitter aufgefasst
werden, oder als ein Gitter, das aus zwei Paaren von Punkten besteht. In
der ersten Interpretation haben wir zwei Paare von FEinheitsvektoren oder
primitiven Translationsvektoren: (dy,ds,ds) und (51,52,53>. Beide konnen
zu neuen Einheitsvektoren (a}, @, ds) zusammengefasst werden.

Das durch (@}, a5, ds) erzeugte Gitter nennt man die Einheitszelle. Die
Einheitszelle ist nicht eindeutig definiert. Eine andere Moglichkeit, eine Ein-
heitszelle zu definieren, ist die Wigner-SeitzKonstruktion ( Voronoi-Konstruktion).

Vorsicht: Die Symmetrie-Operationen bzgl. des Bravais-Gitters brau-
chen nicht dieselben wie die bzgl. des urspriinglichen Kristalls zu sein. Aber:
Jede Symmetrie-Operation bzgl. des urspriinglichen Kristalls ist auch eine
des Bravais-Gitters.

Seien (d1, dg, d3) primitive Translationsvektoren. Mit @, bezeichnen wir
einen Gitterpunkt:

C_iﬂ ‘= n1d1 + nads + n3ds, n; € N().
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Abbildung 1.4: Verschiedene Konstruktionen (1 bis 4) und die Wigner-Seitz-
Konstruktion (5) der Einheitszelle

Sei V/(r) ein Potential, dann ist
V(F+a,) = V(7).
Angenommen, dass die Translationsvektoren paarweise orthogonal sind und
mit
C_I:j = CLJ' . é}'
dargestellt werden konnen, wobei €; der Einheitsvektor der j-ten Achse der
kartesischen Koordinate ist. Dann folgt:

[ 2mwlyry 27rl27‘2+27'r13'r3
az

V(F) = ZALeZ( o1 E

EL heifit reziproker Gittervektor. Die Menge der Vektoren { | } bildet das
reziproke Gitter.

1 2
A = V(F)e T3y

- VOZ'Elementarzelle ~/Elem6nta7‘zelle
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Bemerkung: Man iiberzeugt sich, dass ein fcc-(face centered cubic;
kubisch mit (F), kubisch flichenzentriertes Bravais-Gitter) Gitter ein bce-
reziprokes Gitter und ein bce-Gitter ein fce-reziprokes Gitter hat.

Falls die primitiven Translationsvektoren nicht paarweise orthogonal sind,
kann man dennoch ein reziprokes Gitter definieren. Wir benutzen die Eigen-
schaft:

-

ZEL(F+EQ) — efi L-F

€
Wahle:
= Eig X 53
by =21 ————
ai - (CLQ X ag)
= 63 X 61
by i=2m————
as - (ag X al)
= 61 X 52
by =21 ————
as - (a1 X a2)
Es folgt:

1.lbili§7r } L Gy by = 2mb
- by=

Definiere: EL = llgl + lggg + l353, dann folgt die Behauptung.
Das reziproke Gitter geniigt, um ein Potential mit derselben Symmetrie

wie die des Kristalles zu beschreiben, jedoch benédtigen wir fiir die Wellen-
funktion der Elektronen bzw. der Phononen noch die k-Vektoren.

Abbildung 1.5: Kubische Box mit der Kantenlénge L

Fiir ein Teilchen in einer kubischen Box (Lénge L) mit periodischer
Randbedingung gilt, dass die Wellenfunktion im freien Fall die Form

eA ) EZ_(”I;”Q:”S)

hat.
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Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters heiflt erste Brillouin-Zone.
Ubung: Zeichnen Sie die erste Brillouin-Zone eines fee-Gitters.

Die Anzahl der k-Vektoren in der ersten Brillouin-Zone ist gleich der
Anzahl der Einheitszellen im Kristall.
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1.2 Punkt- und Raumgruppe

In diesem Abschnitt werden folgende Themen behandelt:

Klassifikation der Kristalle

Entartung und Splitten

Auswahlregeln und Beziehungen zwischen Matrixelementen

Allgemeine Bandstruktureigenschaften

Definition von Gruppe: Eine Gruppe G ist eine Menge von Operationen
{A,B,C,---} mit einer binfiren Verkniipfung “o” mit den Eigenschaften

(i) ABeG= AoB

(i) Ao(BoC)=(AoB)oC

(iii) Es existiert £ € G mit Ao E=FEo A

(iv) Es existiert A~' € Gmit Ac A"l =A"1oA=F

Weitere Definitionen:

(i) Ist G kommutativ, also Ao B=Bo A, A,B € G, dann heifit G abelsch

(ii) Wenn G endlich viele Elemente enthélt, dann heifit die Anzahl der Ele-
mente Ordnung der Gruppe.

Beispiel: Punktgruppe Cs, enthélt Elemente

E, 2'03, 3’Uv7

E: Identitat
C5: dreifache Rotation um die vertikale Achse
o,: Reflexion in der vertikalen Ebene

Wir betrachten Operationen R, die Symmetrieoperationen eines Systems (ei-
nes Kristalls) sind. Wir betrachten zunéchst Rotationen und zwar vollstindi-
ge Rotationen und unvollstindige Rotationen (Reflexion, Invertierung und
Produkte von vollstdndigen Rotationen).

- R
r — X

-/ —
T = R¥

Sei f(7) eine Funktion. Wir definieren nun eine Operation Pg, die die Kontur
von f dreht:

Pr(f() = f(R™'(7))
Es folgt:

!

Pr(Ps(f(7)) < Pa(f(S™1 (7)) = F(STHRT(M)) = FIRS) (7)) = Prs(f(

!

<
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p-Zustand

Abbildung 1.6:

Also
PrPs = Prs

Die Abbildung R —— Pg ist ein Homomorphismus, sogar ein Isomorphis-
mus.

Betrachten wir ein System mit der Hamiltonfunktion H und der Eigenfunk-
tion 1y, :

Wir rotieren das gesamte System mittels der Rotation R

H — Hp

Yy — Priy
HpPripn = EnPripn(7) = Pr(Entn (7)) = Pr(Hn)

Wenn R eine Symmetrieoperation ist, dann ist das rotierte System mit dem
urspriinglichen gleich:

Dann sind auch v, (7) und Prty,(7) beide Eigenzustinde von H mit dem-
selben Eigenwert FE,,:

HPan(F) = EnPan

Hyp (k) = Epiy,

Mit anderen Worten: Wenn beide nicht Vielfache zueinander sind, dann ha-
ben wir eine Entartung aufgrund der Symmetrie des Systems.

Sei ¢, Eigenfunktion von H mit dem Eigenwert F,,. Erzeugen wir alle Funk-
tionen, die man aus 1, durch wiederholte Anwendung von Rp auf v,, erhal-
ten kann:

PrPsPyy - - Un
~——_————

Symmetrie—Operationen
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Diese werden alle zum urspriinglichen v,, entartet sein. Sei {1#,(,")} die Men-
ge der orthogonalen Funktionen, die den Raum der erzeugten Funktionen
aufspannt. Dann ist

Prypl) = Zw r™ (R

—  PgPrylh = ZPSW

= Zw(” i (RITE)(R)

F(")(SR)
= Pspy"

Also ist R — T'(R) ein Homomorphismus und die Matrizen I' sind Re-
prasentanten der Gruppe der Symmetrieoperationen.
Falls T reduzierbar ist, kann man die %,’s in Mengen aufteilen, die durch
die Symmetrieoperationen nicht gemischt werden. Wenn I'™ irreduzierbar
ist, dann muss die Menge {w,(,n)} entartet sein und der Grad der Entartung
ist gleich dim (™ (R).
Wenn {w,(,n)} orthogonal sind, dann sind die (™ unitér.

O = <Pty >
= 3 < BT u(R) >

K

= Y L (R (R)
AK
= Y I (R)Twu(R)

= (I(RI(R),,

Also:
e Alle durch Symmetrien hervorgerufenen Entartungen stehen in Bezug

zur irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe.

e Die entarteten Wellenfunktionen transformieren sich untereinander wie
die Matrizen der irreduziblen Darstellung, wenn man Symmetrieope-
rationen anwendet.

e Die Entartung, die durch die Symmetrie hervorgerufen wird, ist durch
die Dimensionalitdt der irreduziblen Darstellung gegeben.

Beispiel: Die Gruppe Cs, hat nur ein und zwei irreduzible Darstellungen.
Daraus folgt: Es gibt nur nicht entartete und zweifach entartete Wellen-
funktionen.

Wir betrachten nun Produktdarstellungen und Produktgruppen.
PR = S o T e T(R)

= ZW P o) (R (R)
I{ 1/ %/_/

=1 (R)

RV KV
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X"(R) = Tr=Y"TU") (R)

RV

ST (RN (R) = x™ (R)x ™ (R)

rmm(R) =3 a,T(R)

Angenommen G = {E, Ay, Ag, -+, A, } sei eine endliche Gruppe. Wir wollen
Informationen iiber eine Gruppe erhalten, die eine héhere Symmetrie als G
besitzt. Die Gruppe besitzt einen Symmetrieoperator B, der mit allen A;
kommutativ ist.

Z.B. kann G die Gruppe der eigentlichen Rotation und B sowie dessen In-
version sein.

g,:{E)Alu"'7ATL7B7BA17"'7BAn}

G’ hat die zweifache Anzahl von Operatoren, d.h. sie hat auch die zweifache
Anzahl von irreduziblen Darstellungen.

Kehren wir jetzt zu den Kristallen zuriick. Der Kristall sieht nach einer
Translation mit einem Vektor der Form

Tz = N1dy + Nods + n3ds,

wobei d1, do, ds die primitiven Gittervektoren sind, gleich aus. Die Menge der
77 bietet das Bravais-Gitter. Die assoziierten Transformationen bilden eine
Gruppe unter der Addition. Der Kristall kann auch Symmetrien aufweisen
bzgl. einer Menge von eigentlichen und uneigentlichen Rotationen { R}. Diese
Menge wird die Punktgruppe des Kristalls genannt. Allgemein kénnen die
Symmetrieoperationen eines Kristalls in der Form

{7}
geschrieben werden, wobei R die Rotation und ¢ eine Translation ist:
{RIf} &= & = Ri+T

In einigen Féllen enthélt eine Symmetriegruppe des Kristalls die Operation
{R|T}, wobei 7 keine Symmetrieoperation des Kristalls ist. Beispiel: Heza-
gonales Gitter, T ist keine Translation mit einem Vektor der Form 3 ! In
diesem Fall kommen zwei neue Typen von Operation vor:

Schraubachse Translation mit 7 = 7; 4+ Rotation um die Translations-
achse.

Gleitebene Translation 7 = 7; + Reflexion in der Ebene, in der ein Vektor
liegt.

Solche Gruppen heiflen nicht-symmorphisch.
Das Produkt zweier Symmetrieoperationen sieht wie folgt aus:

(8|5} {RIF} & = (|5} (RT +1) = SR¥ + ST+ 5 = {SR|ST+ 5} 7
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und das Inverse

{R|f}7l ={rR7'| - R7'T}

{E]0}

sowie die Identitat

Definition:

e Die Menge aller Operationen {le}, die den Kristall invariant lassen,
heifit Raumgruppe.

e Die Menge aller {R} heifit Punktgruppe, unabhingig davon, ob sie
symmorphisch ist.

Bemerkung:
e Die Punktgruppe wird auch Kristallklasse genannt.
e Es gibt 230 verschiedene Raumgruppen. Davon sind 73 symmorphisch.
e Es gibt 32 Punktgruppen.

Beschreibung einiger Punktgruppen:

1. C,, Rotation um 27 /n, diese Gruppen sind alle abelsch und zyklisch
e (y: triklinisch
e (5: monoklinisch
o (5
o Cy:
e (: hexagonal

Cy = {B,C3,C3}

2. Cypy n-fach Symmetrieachse + Reflexionsebenen, die die Rotationsachse
enthalt.
n = 2,3,4,6 symbolisiert mit o,

3. C,r n-fache Symmetrieachse 4+ eine Reflexionsebene, die senkrecht zu
dieser Symmetrieachse steht.

Die Operation hierzu wird symbolisiert mit oy,

n=1,2,3,4,6

4. S, n-fache Rotations-Reflexionsachse. Die Gruppe wird durch das Ele-
ment C,0}, erzeugt.

S, = {E, Crony (Cnon)? - }

5. D, n-fache Rotation + 2 fache Rotationsachse senkrecht zur n-fachen.
n=2,3,4,6
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6. D,q Wie D, + Refexionsebenen und zwar n davon.
Symbol: o4, n = 2,3

7. D, Wie D, + Refexionsebene senkrecht zur n-fachen Rotationsachse.
n=2,3,4,6

8. T 12 eigentliche Rotationen, die ein Tetraeder in sich iiberfiihren.
2 dreifache Rotationen um jede der vier Achsen
3 zweifache Rotationen um die x, y, z Achse

9. T; Beinhaltet alle eigentlichen und uneigentlichen Rotationen, die ein
Tetraeder in sich selbst iiberfiihren.

Zusétzlich zu T: 6 Reflexionen

Zusétzlich zu T: 3 Sy Operationen

10. Ty, Zusétzlich zu T eine Invertierung

11. O Eigentliche Rotationen, die einen Kubus oder ein Oktraeder in sich
iiberfiihren.

12. Oy, O + Invertierung
Sei G die Gruppe der Translationen, die den Kristall invariant lassen. G
ist abelsch. Wir machen G endlich, in dem wir periodische Randbedingungen

einfiihren:
Nay =0, Nd, =0, Ndaz3=0

Sei nun a; ein primitiver Gittervektor und " (7) ein Eigenzustand von
H, der sich wie die irreduzible I'™ und deren Translationen transformiert.
Dann

P ™ (7) o= M (7 — 1) = T (@)™ (7).
'™ ist eine eindimensionale Matrix = Zahl und unitir

10
= e,

da sonst die Normierung von (™) nach einer Translation um @; nicht erhal-
ten bleibt.

2
Piy Py ™ (7) = (T (@) 0™ (7)
Per Induktion folgt
B~ miy) = (10 @) " ™) (7) = Ot (7).

Wenn also dy, ds, ds die primitiven Gittervektoren sind, dann erzeugen wir
die Gruppe G. Wir wihlen einen Vektor ki, so dass

kiy-dy=Fk -dz3=0

und
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sowie zyklisch fiir ks und ks bzgl. da, d3. Dann folgt:
Y (7 = p) = e PP (7).

Blochscher Satz mit
p = mqdy + mads + m3ds
und
k =k + ko + k3.
Betrachte nun
Gl
cik(F—p)
fiir alle Bravaisgitterpunkte.
Wir schreiben .
P () = e*pM (7),
wobei ™ (7) = o™ (7 — p) fiir jeden Bravais-Gittervektor 7, d.h. ¢ (7)
hat die Periodizitat des Gitters.

Translationssymmetrie des Kristalls liefert den Blochschen Satz

Wir betrachten nun die Rotationen, Reflexionen und die Invertierungen
(Punktgruppe).

Pr, (7) = Pre™ug, (7) < 5 D (R717)
— Prig, (M) = P (R7'7) = ¥ g, ()

ug, (B (7 = §)) = ug, (R™'7 = R715) = ug, (R™'7),
da pund R~/ die Bravais-Gittervektoren sind und ug, die Periodizitit des
Gitters.
Wenn es nur einen Blochzustand mit dem Wellenvektor &’ und dem gleichen
Eigenwert wie ¢ () gibt, dann

Was ist, wenn es mehrere Operationen in G gibt, die k nach k' abbilden?
Die Untergruppe der Punktgruppe, die den Vektor k invariant lassen, heifit
die Gruppe des Vektors k (G von k). Die irreduzible Darstellung von G von

k heiBt die kleine Darstellung. Die Menge { - } bildet die Basisfunktion

fiir die irreduzible Darstellung von G von k. Im Allgememen erzeugt dle
Hmteremanderausfuhrung von Operationen aus G auf k eine Menge von k
Vektoren, die Stern von k heift.

1.3 Gitterschwingungen

Wir betrachten nun ein Gitter aus Kernen und Elektronen. Die Hamilton-
Funktion besteht aus den folgenden Anteilen:
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4.

O.

. Kinetische Energie der Kerne.

. Wechselwirkung zwischen den Kernen, deren Positionen durch {ﬁz}

gegeben sind.
Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen.
Wechselwirkung zwischen Elektronen.

Kinetische Energie der Elektronen.

Angenommen, dafl die Elektronen stets im Grundzustand seien. Dann

héngen die Terme 2. bis 5. nur von den Positonen der Kernen R;\ ab. (Fir

einen typischen Isolator benttigt man einige eV, um ein Elektron aus dem
Grundzustand anzuregen; dagegen ist die typische Schwingungsenergie < 50
meV.) Damit kénnen wir annehmen, dafl die Energie des Systems nur von

{ﬁz} abhéngt.
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1.3.1 Isolatoren

Wir schreiben also fiir die Hamilton-Funktion:

H = Ten+U ({F:})
1 2 o
T 24 2];\z4i+U<{Ri})’

wobei U ({ﬁz}) die Wechselwirkung von den Termen 2. bis 5. umfafit.

Wir starten zunéchst mit einer klassischen Rechnung. Danach betrachten
wir das Problem mit der Quantisierung.

Ly

Einheitszelle

Abbildung 1.7: Einheitszelle und die Atome

Die Vektoren des Bravais-Gitters seien mit d, bezeichnet. Die Atome
innerhalb der Einheitszelle haben den Index j. Sei #;, die Verschiebung des
j-ten Atomes in der n-ten Zelle bzgl. des mittleren Werts vom Atom und

Dann ist

= U0+Za a ]n—i— Z Ajn] n,ujnu],n

]na jnaj'n'g
=0
+ > Sl + O(4)

J
jnog'n’ B ny

Typischerweise schmilzt ein Kristall, wenn die Verschiebung uf, von
der Ordnung von einigen Prozent der interatomaren Abstdnde wird. Damit
konnen wir die Terme dritter und hoherer Ordnung weglassen und verblei-
ben bei der harmonischen Ndhrung. Aus der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitung von U ist es Klar:

Aaﬁ - Aﬁa

Jng'n’ J'n/jn’

Wegen der Periodizitédt des Gitters ist

AST = AS (@ — a@)) = ADZ (@), — d@,).
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Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung:

MjiG, = Kraft auf das i—te Atom
B ou
oug,,
_ B (= >\, B
= - Z A?]/ (an - ;L) uj/n/.
Jj'n'p

Wir kénnen den folgenden Ansatz verwenden:

Uu

o —iwt+iE&n «
gn = € Vit

wobei wir periodische Randbedingung annehmen. Damit folgt

2 — =) 7‘];' _'n—_”/n /,@
MV = = Ajaﬁ (@, — d,) e~ tkl@n—d )Vj
J'n'p

= 2o ()
i'B

wobei
B (1) ._ af (= ikdn
Go (k) = > AT () e
G]a]ﬁ, (E) heifit dynamische Matriz des Kristalls.

Die V/* sind die Eigenvektoren der dynamischen Matrix.
Es gilt:

G5 (R ) = S a2 @) B0 = 62 (F)

an

wobei I;l reziproke Gittervektoren und 51&’n = dy, sind.
Daraus folgt:
w? E-l—l_;l = W?
ve(B+b) = ve(k)

Also: Wir brauchen uns lediglich nur auf die erste Brillouin Zone zu
beschrianken.
Als Beispiel betrachten wir nun eine lineare Kette, d.h.

1. néichste Nachbarn Wechselwirkung: 27 (u, — Un—1)*
2. eindimensionale Bewegung
3. einheitliche Masse

4. einheitliche Federkonstante 7





