2 Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariable

Wichtige Begriffe
Ereignisse (events), Elementarereignis (atom), Wahrscheinlichkeit (probability), Bayes-

Gesetz (Baysian law)

In der Statistik spricht man von Ereignissen (engl. events) und Wahrscheinlichkeiten
(engl. probabilties) fiir das Auftreten dieser Ereignisse. Ereignisse sind Mengen, und un-
ter einem Elementarereignis (engl. atom) versteht man eine Teilmenge, die nicht leer ist

und nicht weiter zerlegt werden kann. Fiir Elementarereignisse a; gilt

wna; =0 . 2.1)

Es sei £ die Menge aller Elementarereignisse. In der statistischen Physik verstehen wir
Mikrozustinde als Elementarereignisse. Diese sind vollstindig charakterisierte physikali-
sche Zustédnde. In der klassischen Physik von NV Teilchen in 3 Dimensionen sind sie durch
Angabe aller Orte ¢; - - - g3y und Impulse p; - - - g3y gegeben. Den 6/N-dimensionalen
Raum bezeichnet man als Phasenraum (engl. phase space) und damit entspricht einem
Mikrozustand ein Punkt im Phasenraum. In der Quanten-statistischen Mechanik ist ein
Mikrozustand durch Angabe eines vollstindigen Satzes von Quantenzahlen gegeben. Be-
trachtet man etwa Teilchen in einem Volumen der Lineardimension L, sind hierfiir die
Komponenten der Wellenvektoren aller Teilchen k; = 27n; /L und deren Spins s; ge-
eignet. Dabei sind n; , ganze Zahlenund? =1---N, a=1---3.

Es seien A und B Teilmengen von &, nicht notwendigerweise elementar. Falls

ANB=0 |, (2.2)

nennt man A und 3 unvereinbar. A ist komplementir zu A, falls
ANA=0 und AUA=E . (2.3)

Die Vereinigung (Summe) ist A U B.
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In der statistischen Physik werden wir Makrozustinde einfiihren, die unvereinbare Teil-
mengen aus Mikrozustinden darstellen. Beispielsweise kann man alle Mikrozustédnde mit
einer Energie in einem Intervall &/ — % <FEFE---FE-+ % < FE zu einem Makrozustand der
Energie I zusammenfassen.

In der Quantenmechanik sind die Energiewerte von Mikrozustdnden, fiir /N Teilchen in
einem Volumen der GroBe V' = L3, diskret. Der typische Abstand benachbarter Ener-
gieniveaus ist ~ L1, wogegen die typische Energiec £ ~ N ist. Im thermodyamischen
Grenzfall N — oo, V' — oo kann also AFE sehr klein gewéhlt werden und die Energie
kann als kontinuierliche Variable aufgefasst werden.

In der Statistik wird einem Ereignis .4 eine Wahrscheinlichkeit P(.A) fiir das Auftreten
von A zugeordnet und es soll gelten:

1. 0 < P(A) < 1reell
2. P(€) =1 (das sichere Ereignis)
3. Fiir zwei Ereignisse A und B gilt

P(AUB)=P(A)+P(B) falls ANB=0 oder P(ANB) =0
P(AUB) < P(A)+ P(B) sonst 2.4

Dies ldsst sich einfach auf mehr als zwei Ereignisse erweitern.
Fiir P(B) > 0 definiert man eine bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A,
falls sich B ereignet hat (Bayes-Gesetz)

(AN B)

P(A|B) = Pp(ﬁ,) (2.5)

Falls diese nicht vom Eintreffen von B abhingt, also P(A|B) = P(.A), bezeichnet man
A und B als unabhingig und dann gilt P(A N B) = P(A)P(B).
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2.2 Grundgesamtheit, Verteilungen

Wichtige Begriffe

Wahrscheinlichkeitsmaf3 (probability measure), Mafsraum (measure space), stochastische

Variable (stochastic or random variable), Verteilung einer stochastischen Variablen (pro-

bability distribution), Momente einer Verteilung (moments of a distribution), Gleichvertei-

lung (uniform distribution), Binomial-Verteilung (binomial distribution), Gauss-Verteilung
(gaussian distribution), Hypergeometrische-Verteilung (hypergeometric distribution), Kor-

relation (correlation), Korrelationslinge (correlation length)

Die Grundmenge, auf die wir uns beziehen, kann sowohl abzihlbar, als auch iiberabzihl-

bar sein. So ist
Q= {s1,...,sn5]8i = £1}, [|Q] =2V

abzihlbar. Weiter fiir ein System von /V Teilchen mit der Hamiltonfunktion

N
H=> p}/2m+Y Ulry) (2.6)
i=1

i<j
ist O = ROV also iiberabzihlbar. Gewohnlich ist 2 der Phasenraum.
Das primdre Maf (sieche Anhang), an dem wir interessiert sind, ist das Gibbs-Mal (engl.

Gibbs measure)

e HE/ kT gy (2.7)
jedoch lohnt es sich, allgemeiner vorzugehen.

Eine Zufallsvariable (engl. random variable) ist eine Funktion

X:Q0—R (2.8)

mit der Eigenschaft

VeeR: {weQX(w) <z} eXn (2.9)

also eine messbare Funktion von einem Wahrscheinlichkeitsraum in einen Messraum
(X ist die Ereignisalgebra (siehe Anhang). Eine Verteilungsfunktion (engl. distribution

function) einer Zufallsvariable X ist die Funktion

F:R—[0,1] (2.10)
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gegeben durch

F(z)=P(X <x) (2.11)
d.h. F(z) = P(A(x)) mit A(z) € Q mit A(zx) = {w € QX (w) < 2} und P ist ein
Wahrscheinlichkeitsmal$ (siehe Anhang).

BEISPIEL 2.0 (Zufallsvariable)

Angenommen, wir hitten einen Spin T und |. Der Zustandsraum ist

Q={11}
Ein Wahrscheinlichkeitmal3 P ist durch

P@)=0, P(1)=p, P(l)=1-p, P(QY =1
gegeben mit p fest aus [0, 1]. Sei X : Q@ — R durch

X(M=1,X()=0
gegeben (Bernoulli-Variable). Die Verteilungsfunktion F' ist durch

0 x <0
Flz)=< 1—-p 0<z<1
1 r>1

Man sagt, X habe eine Bernoulli-Verteilung (engl. Bernoulli distribution).

Eine Zufallsvariable ist stetig, wenn wir die Verteilungsfunktion als

F(x):/x flu)du , zeR (2.12)

fiir eine integrierbare Funktion f : R — [0, 1] ausriicken konnen. f heift Wahrschein-
lichkeitsdichte (engl. probability density).

BEISPIEL 2.0 (Gleichverteilung)

Die Zufallsvariable X ist gleichverteilt (engl. uniformly distributed) auf [a, b], wenn

0 r<a
Flz)=q 72 a<z<b (2.13)
1 x>b
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Wir wollen nun praktisch Zahlen erzeugen, die einer Gleichverteilung (engl. uniform
distribution), d.h. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei der fiir jeden moglichen Zu-
stand die gleiche Wahrscheinlichkeit bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte des Zutreffens be-

steht, geniigen. Diese generieren wir mit Hilfe einer Rekursion

zit1 = G(x;), xo = Anfangswert . (2.14)

Da die Zahlen rekursiv erzeugt werden, sind sie zwar korreliert, aber man kann zeigen,
dass sie statistische Eigenschaften besitzen, die der gewiinschten sehr nahe kommen. Ty-

pisch ist die folgende Form der Rekursion

G(z) = (xra+0b) mod M | (2.15)

wobei es eine Vielzahl von verschiedenen Parametern gibt. So wihlt man etwa a = 16807,
630360016 oder 397204094 zusammen mit M = 23! — 1.

R 2.2.1

RANDU <- function() {
seed <- ((2716 + 3) * seed) %% (2731)
seed/(2°31)

y<-rep(0,300000)
seed<-45813
for (i in 1:300000){
y[i]1<-RANDU()
}

x<-cbind(y[1:29999],y[2:30000])
plot(x)

y<-matrix(y,ncol=3,byrow=T)
z<-y[(0.5<y[,2]1)&(y[,2]1<0.51),c(1,3)]
plot(z[,1],z[,2])

Nehmen wir an, dass wir ein Computerprogramm geschrieben hitten und nun testen
mochten, ob die Zahlen auch gleichverteilt sind. Dazu berechnen wir die Momente der
Verteilung (engl. moments of a distribution) . Das k-te Moment einer Verteilung P(z)
bzw. das k-te zentrale Moment ist

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 n
k _ _§ : b (z; 2.16
<z > n 2 z; F(z;) ( )
1 n
<(z—<x>)> - ;1 (i— < 2 >)"F(x;) 7 (2.17)

Wenn die Verteilung also gleichméBig im Definitionsbereich sein soll, dann darf sie nicht

schief sein. Dies messen wir durch Schiefe (engl. skew)

<(z—<x>)3>

5= (< (z— < x >)% >3/

(2.18)
Fiir spitere Betrachtungen ist noch der Exzess von Interesse

. <(z—<z>)'>
CTlc@—<z>PsP-3 (2.19)

Er berechnet die Abweichung der Verteilung von einer Gauss-Verteilung.

Sei X eine stetige Zufallsvariable und £ € N. Das k-te Moment der Zufallsvariablen

definieren wir als

(X*) = /_ Ry () = /_ T e (w)da (2.20)

(Analog definieren wir die zentralen Momente). Die Momenterzeugende Funktion (engl.
moment generating function) M (t) ist definiert durch

Mx(t) =)™ (= /OO e f(x)dr . (2.21)

—00

BEISPIEL 2.0 (Verteilung)

Wir befassen uns nun mit einigen praktischen Verteilungen von Zufallsvariablen. Als ers-

tes widmen wir uns der Binomial-Verteilung (engl. bionomial distribution)

Po(z) = (Z)pxu —p)n (2.22)

Die Binomialverteilung (siehe Figure 2.2) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein be-
stimmtes Ereignis bei n unabhidngigen Ausfiihrungen eines Experimentes genau z-mal
eintrifft, wenn es bei einer Einzelausfiihrung die Wahrscheinlichkeit p besitzt. Die Vari-

anz ergibt sich zu
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Korrelation aufeinanderfolgender Zufallszahlen

Q
-

8 g 8 % % 08 % % ¢
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ch % t % % 2 %
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Abbildung 2.1: Test der Gleichverteilung des Zufallszahlengenerators RANDU. Geplot-
ted sind jeweils aufeinanderfolgende Paare von Zufallszahlen. Klar zu

erkennen ist die erwartete Streifenbildung.

np(1l —p)

Der Erwartungswert ist

np
MAPLE 2.2.1
> restart;
> with(stats);
> n:=100;
> p:=0.4;
> binom:=(x)->statevalf [pf,binomiald[n,pl] (x);
> pts:=seq([i,binom(i)],i=1..100);
> plot([pts],x=1..100,style=point,symbol=circle);

Wir betrachten nun die Approximation der Binomial-Verteilung durch die Gauss-Verteilung
(siehe Figure 2.3)

P(z) = e at (2.23)

wobei o die Standardabweichung ist.
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Binomial-Verteilung
0,08 ob

0,07
0,06 — o
0,05 - o
P(x) 0,04—- o
0,03 — ° o
0,02 -

0,01 o o

Abbildung 2.2: Binomial-Verteilung

MAPLE 2.2.2

> restart;

> with(plots, display):

>n := 6;

> binomials := n -> [seq([m,2"(-n)*n!/(m! * (n-m)!)], m = 0..n)];
> Gaussian_approx := x -> exp(-(x-n/2)"2/(n/2)) / sqrt(Pi*n/2);
> plot({binomials(n), Gaussian_approx}, 0..n);

Als letztes Beispiel noch die Hypergeometrische-Verteilung (engl. hypergeometric dis-
tribution). Die Hypergeometrische-Verteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass bei N gegebenen Elementen, d.h. einer Grundgesamtheit vom Umfang N, von de-
nen M die gewiinschte Eigenschaft besitzt, beim Herausgreifen von n Probestiicken, d.h.

einer Stichprobe mit Umfang n, genau x Treffer erzielt werden.
f(x) = > (2.24)

MAPLE 2.2.3

> restart;

> with(stats);
> n:=20;

> a:=b;
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0,30
0,25 —
0,20 -
0,15 —
0,10 —

0,05 -

Abbildung 2.3: Approximation der Binomial-Verteilung durch eine Gauss-Verteilung

> N:=100;
> pts:=seq([i,hypgeo(i)],i=0..5);
> plot([pts],x=0..5,style=point,symbol=circle);

BEISPIEL 2.0 (Wigner-Verteilung)

Die Wigner-Verteilung (siehe Figur 2.5) fiir die Eigenwerte von Gauss-verteilten Zufalls-

matrizen (d.h. die a;; sind Gauss-verteilt mit Varianz o fiir 7 < j und mit 2o fiir a;; und
aij = aji)

) = %\/m v (2.25)

fir —-R < A < Rund f(\) = 0 sonst spielt eine groBe Rolle in der Festkorperphysik
ungeordneter Systeme, der Kernphysik, der Biophysik, der Quantengravitation und der
Zahlentheorie.

X und Y sind stetig mit gemeinsamer Dichtefunktion f : R? — [0, c0), wenn fiir alle
z,y € R gilt:

F(x,y):/_y /_x f(u,v)dudv . (2.26)
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Hypergeometrische Verteilung

P(X)

0,08 —
0,04 —

0,0 — o
TT T T [ T T T T [T T T T [ T T T T [T 117

0 1 2 3 4 5
x

Abbildung 2.4: Hypergeometrische-Verteilung

Eigenvalue Probability Distribution

Wigner Model
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Abbildung 2.5: Wigner-Verteilung
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Die marginale Verteilungsfunktion (engl. marginal distribution) von X und Y ist jeweils
durch

VAN

z) = F(x,00) (2.27)

Fx(z) = P(X
Y <y) = F(o0,y) (2.28)

Fy(y) = P(

IA

gegeben (die marginale Dichtefunktion ist fx (z) = [*_ f(z, y)dy).
Die bedingte Verteilungsfunktion (engl. conditional distribution) von Y bei gegebenem
X = z ist durch

Fyix(z,y) = / G (2.29)

v=—00 fX (ZL‘)
fiir , so dass fx(x) > 0 (analog Dichte).
Betrachten wir noch einmal das Bayes-Gesetz unter den nun entwickelten Aspekten, dann

haben wir zunichst

P(ANB
P(A|B) = % (2.30)
und damit
P(A|B) P(B)=P(ANB)=P(B|A)P(A) . (2.31)
Bzw. mit Wahrscheinlichkeitsdichten
f(zly) f(y) == fylz) f(z) . (2.32)

D.h., wir erwarten eine Symmetrie in Form von Wahrscheinlichkeiten. Auf diesen Punkt
werden wir im nédchsten Kapitel noch einmal im Zusammenhang mit der Bedingung des
Gleichgewichts eingehen.

Kommen wir zuriick zur Physik. Fiir ein, wenigstens im Mittel, riumlich homogenes Sys-

tem héngt der Erwartungswert einer Dichte nicht vom Ort ab und damit wird

(A) = V{(ia(r)). (2.33)

Beobachtet man etwa zwei Dichten 724 (r) und ng(r’), so findet man im Regelfall, dass

deren Korrelation (engl. correlation)

Cap(r,r') = Cap(|r —r'|) = (Ra(r)ip(r)) — (Ra(r))(As(r') (2.34)
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als Funktion des Abstandes der Punkte r und 7’ rasch abfallen. Fiir groe Abstinde findet

man typischerweise

Cap(r) ~ e s (2.35)

wobei die Korrelationslidnge (engl. correlation length ) £ auch im thermodynamischen
Grenzfall endlich bleibt und von der Grolenordnung der Reichweite der Wechselwirkung
oder der mittleren freien Weglédnge der Teilchen ist. Nur in unmittelbarer Nihe von kon-
tinuierlichen Phaseniibergéngen kann ¢ stark anwachsen.

Fiir die Korrelation der extensiven Observablen findet man

(AB) — (A\(B) = / Brd®r (a(r + F)ig(r))e ~VES | (2.36)

wobei zu beachten ist, dass die beiden Terme auf der linken Seite jeweils von der Grof3en-
ordnung V2 sind. Speziell fiir die Varianz der Observablen A erhilt man

AA =\/(A2) — (A2 ~ \/VED (2.37)

und damit verschwinden die relativen Schwankungen AA/(A) einer extensiven Variablen

im thermodynamischen Grenzfall

AAJ(A) ~ /€3 [V —0. (2.38)

Als intensive Variablen bezeichnet man GréBen, die auch im thermodynamischen Grenz-
wert endlich bleiben. Dazu gehoren die Erwartungswerte von Dichten, Stromdichten aber
auch GroBen wie Temperatur, Druck oder chemisches Potential, die wir im weiteren Ver-
lauf diskutieren werden.

Im Fall der Quantenmechanik, falls die Operatoren A und B nicht kommutieren, hangt
eine simultane Bestimmung der Erwartungswerte von der Reihenfolge ab, also <AB ) #
<Bfl> Konstruiert man die zugehorigen Dichten, findet man jedoch im Regelfall

[a(r), fp(r)] — 0, (2.39)
[r—r'|>¢

wobei auch ¢ im thermodynamischen Grenzfall endlich bleibt. Beispielsweise findet man

(r), ivg,,, ()] = 2ihi(r)V'W (2r — 27")i(2r" —7) (2.40)

und man erhilt fiir die Kohirenzlinge ¢ die Reichweite der Wechselwirkung.

Damit ist fiir endliche ¢

([A, B)) = / Brd®r' ([aa(r), np(r)]) ~ Ve (2.41)
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Stichproben GroRe

Theoretische GroBe

Abbildung 2.6: Vergleich zwischen der theoretischen Normaverteilung und der durch

die Summe unabhingiger gleichverteilter Zufallszahlen erzeugten.

und folglich kdnnen Operatoren, die extensiven Variablen entsprechen, im thermodyna-

mischen Grenzfall als vertauschbar und damit simultan messbar angesehen werden.

2.3 Gesetz der groBen Zahlen

Eine Summe von sehr vielen unabhingigen Zufallsvariablen ist unter der Voraussetzung,
dass jede der unabhéngigen Zufallsvariablen nur einen geringen Einfluss auf die Summe
hat, angenihert normalverteilt (siche Anhang). Gegeben seien n voneinander unabhéngi-
ge Zufallvariablen X, X, ..., X,,, die nur den Wert 1 (mit Wahrscheinlichkeit p) und den
Wert 0 (mit Wahrscheinlichkeit ¢) annehmen konnen. Wie grof ist dann die Wahrschein-
lichkeit, dass die Summe X := X; + X5 + ... + X,, den Wert z annimmt? Dies ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis “Wert 1 annehmen” genau x-mal von n-mal eintre-
ten muf. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist eben P, (x). Nach dem zentralen Grenzwertsatz

ist X angendhert normalverteilt.

BEISPIEL 2.0 (Normalverteilung)

Wir zeigen nun numerisch, dass bei hinreichend groler Stichprobe die Variablen normal-

verteilt sind. Hierzu ziehen wir Stichproben aus einer Gleichverteilung und normieren die
Summe. Die so gewonnene Variable ist normal-verteilt, wie man durch den Vergleich mit

der Normalverteilung sieht (vgl. Abbildung).
R2.3.1

numcases = 10000
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min

max

=0
=1

samples = 1000

sigma = sqrt(1/12)

mu = 0.5
x=0
for (i in 1:samples) {
t = runif (numcases,min,max)
x[i] = (mean(t) - mu) / (sigma/sqrt(numcases))
}

hist (x,prob=T)

qgqnorm(x,main=’normal(0,1)’)

qqline(x)

2.4

Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Wie sind der Erwatungswert (X) und das n-te Moment einer stochastischen Varia-

2.5

ble X definiert?

Wie erhilt man den Erwartungswert eines Operators A aus dem Dichteoperator p?

Ubungen

. Erzeugen gleichverteilter Zufallszahlen

Eine einfache und hiufig benutzte Methode zur Erzeugung von gleichverteilten Zu-
fallszahlen besteht in der Verwendung linearer Kongruenz. Hierbei wird eine Se-
quenz von natiirlichen Zahlen Iy, I, I3, ... (I,, € [0, m — 1], m sehr groB) durch die

Rekursion

Iiyi=alj+cmodm a>0,c>0

erzeugt. Der Startwert [, der sog. seed, ist ein beliebiges ungerades Element aus
[0, m — 1]. Bei geeigneter Wahl von a, m und ¢ erhilt man die maximale Peri-

odenlidnge m — 1, andernfalls wiederholt sich die Sequenz bereits nach p < m — 1
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Schritten. Fiir eine mogliche Wahl der Parameter a, m und ¢ mit maximaler Pe-
riodenldnge siehe z.B. Numerical Recipies, herausgegeben von W.H. Press, B.P.
Flannery, B.A. Teukolsky und W. T. Vetterling.

Um eine moglichst grole Periodenlidnge zu erhalten, wihlt man fiir m héufig die
auf dem Computer grofte darstellbare natiirliche Zahl 7,,,,,.. Werden Integer-Zahlen
z.B. mit 32 Bits dargestellt, 5o ist I,,q, = 23" — 1 (wieso?).

Gleichverteilte reelle Zufallszahlen X; aus [0, 1) erhdlt man dann durch Division
durch m, X1 = I;;+1/m. Die so erzeugten Zufallszahlen sind natiirlich nicht
vollig zufillig, da man bei gegebenem seed [, immer die gleiche Sequenz erhilt,

man bezeichnet die so generierten Zufallszahlen deshalb héufig als pseudo-random.

a) Erzeuge nach der oben beschriebenen Methode (z.B. ¢ = 0, a = 16807 bzw.
65539 und m = 23! — 1) gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall [0, 1). Hin-
weis: Um bei der obigen Rekursion einen Uberlauf zu vermeiden, dividiert
man durch m, d.h. man iteriert in der Form (¢ = 0), X1 = aX; mod 1. Um
bei dieser reellen Arithmetik nicht zu viele signifikante Stellen zu verlieren,

empfiehlt sich hier doppeltgenaue Rechnung.

b) Vergleichen Sie Mittelwert und Varianz der so erzeugten Zufallszahlen mit

den theoretischen Werten fiir im Intervall [0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen.

2. Zeige: Eine Gaussverteilung P(r) = exp(—x?) hat nur die Momente k = 1,2

3. Autokorrelationsfunktion
Folgende sich periodisch dndernde Grof3e sei gegeben:

m(t) = mcos(wt)
a) Berechne die Autokorrelationsfunktion.
a) Zeige, dass die Autokorrelationsfunktion unabhéngig von der Phase von m(t)

ist.
(m/(t) = mcos(wt + ¢))

4. Ein bestimmter Prozess habe die Eigenschaft, dass unabhingig davon, was sich
im Intervall [0, t] ereignet hat, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis im Intervall
[t,t + h] durch Ah gegeben sei. Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als ein Ereignis

sei hoherer Ordnung in h.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢, n Ereignisse stattgefunden
haben, fiir den Grenzfall h — O.
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b) Bestimme die Mittelwerte von n und n? fiir die Verteilung.

5. Folgende Verteilung sei gegeben:

nle _ 2n(N/V) 1/2 oy _E
00 = e B (=5 ) o

a) Was ist der wahrscheinlichste Wert von E?
b) Bestimme den Mittelwert < £ > .

c) Bestimme den Mittelwert < E? > .

Die GroBlen N,V und 3 seien konstant.

6. Optimierte Gaussverteilungen

Gegeben seien N unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen ry, ..., ry.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte jedes einzelnen 7; sei p; (7). Die zugehorige Vertei-
lungsfunktion ist £ (r) = [ pi(7)dr. Wir wollen nun folgende Zufallsvariable
betrachten

X =max{ry,ro,...,rn}

welche den groBten Wert der N Zufallsvariablen r; darstellt.

a) Berechne die Verteilungsfunktion Fy(x) der Zufallsvariable X in Abhingig-
keit von F} (r).

b) Zeige, dass der wahrscheinlichste Wert z* der Zufallsvariable X fiir N > 1
gegeben ist durch die Gleichung

pi(a*) + Npi(a®)® =0

¢) In der Physik kommen oft Verteilungen vor, die fiir gro3e Werte schneller
als ein Potenzgesetz abfallen. Betrachte eine Verteilungsfunktion der r;, bei
der fiir groBe 7 gilt: F(r) = 1 — Fy(r) ~ cexp (—(r/a)P). Berechne x* fiir
N> 1.

7. Poisson-Verteilung

In einem Behilter mit Volumen V|, befindet sich ein Gas, das aus Ny > 1 (nicht
wechselwirkenden) Molekiilen besteht. Bei einem Experiment wird eine Probe des

Volumens V' < Vj aus dem Behilter entnommen.

a) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit Py, (/N) dafiir, N Molekéle im Volumen
V' zu finden?
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b) Wie kann man die obige Verteilung im Falle V' < V) approximieren? Plotten
Sie beide Verteilungen fiir die Félle V; = V4 /2, Vo = V4/10 und V3 = V4,/100
bei festem V.

¢) Nun sollen viele Proben des gleichen Volumens aus identischen Behiltern
entnommen werden. Wie grof3 ist die mittlere Anzahl (N) von Molekiilen
in V' < V; und deren Varianz AN? Benutzten Sie fiir Ihre Berechnung die
approximierte Verteilung aus Teil b)

8. Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

a) Die Poisson-Verteilung ist fiir £ = 0, 1, . . . definiert durch

A
k!’

Zeige, dass P, normiert ist und bestimme den Erwartungswert von £ beziiglich

P)\(k’) =€ A>0
der Poissonverteilung.
b) Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X; und X,. Es gilt:
67}\)\1'1

P(Xlzﬂfl): ;C'
1.

$1:O,1,2,...

k
Zelge, dass P(X2 = ]{]) — E’Apk(!)\p)k

P(Xy =kl X1 =2) = (xl)pk(l —p)xl_k k=0,1,...,2¢

9. Maxwell-Verteilung
Die Geschwindigkeitsverteilung der Atome eines klassischen idealen Gases ist

durch folgende Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben:

L
f(¥) = const - exp <_ZTZZT)

a) Berechne die Normierungskonstante.

b) Berechne die Mittelwerte (v2) und (7?).
¢) Wie grof ist die mittlere Energie eines Atoms?

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit p(E)dE dafiir, ein Atom im Energieinter-
vall [E, E + dE)] zu finden.

10. Maxwell-Boltzmann- Verteilung
Gegeben sei ein Gas bei einer Temperatur 7' bestehend aus Partikeln der Masse m.
Nehmen Sie an, dass die Geschwindigkeiten v, v, und v, der Teilchen GauBverteilt

sind und begriinden sie diese Annahme:
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11.

12.

— 1 7)’“}2

p(v;) = Ne 7 -, Vie{z,y, 2}

Berechnen Sie die Normierungskonstante N und bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeitsverteilung p(v) des Geschwindigkeitsbetrags v, wobei v = ||v|| = ||(v4, vy, v2)"|]
ist. Was ist der Erwartungswert (v) von v und welchen Effekt hat eine Temperatur-
erhohung AT = T auf diesen?

Gammaverteilung

Die Gammaverteilung ist definiert als

1

k=1g—x/b 0, k>0, b>0
bkF(k)x e x>0, >0, >

[z, k,b) =
wobei I'(k) = [~ t"'e~"dt die Gammafunktion ist.

a) k ist ein Parameter, der die Form der Verteilung bestimmt. Zeichne die Dich-
tefunktion f(x, k,b) fir b = 1 und £ = 0.5, 1 und 2 (z.B. mit gnuplot, maple
oder per Hand). Wie dndert sich die Verteilung?

b) bistein Skalenparameter. Was passiert mit der Verteilung, wenn & konstant ist
und b sich dndert? Zeichne die Funktion f fiir ein £ > 1 und drei verschiedene

Werte von b.

¢) Berechne die Momenterzeugende Funktion, welche definiert ist durch M (t) =
().

d) Berechne mit Hilfe der Momenterzeugenden Funktion M (t) den Mittelwert
(x) und die Varianz o2 der Verteilung.

Ein Kristall besitze eine Zahl N an ungepaarten Elektronen, die auf dessen Git-
ter angeordnet seien. Die Elektronen konnen ihren Spin vollig unabhéngig von-
einander einstellen. In einem duBleren Magnetfeld B = Be,, B > 0, kann die
xz-Komponente des Spins nur die Werte +//2 annehmen. Diese beiden Spinein-
stellungen erfolgen mit den Wahrscheinlichkeiten p, = AN exp(upB/kgT) und
p- = Nexp(—pupB/kpT), mitp, +p_ = 1.

a) Bestimmen Sie die Verteilung P(m) dafiir, dass m Spins mehr parallel zum
B-Feld sind als antiparallel.

b) Bestimmen Sie das mittlere magnetische Moment der Elektronen (i) = pp(m)

und dessen Varianz Ap = pgAm.
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13. Betrachten Sie ein Gas aus N = 10%* Atomen. Jedes dieser Atome habe eine
Energie F; mit der Wahrscheinlichkeit p(£;) = N exp(—FE;/kgT). Bestimmen
Sie zunichst den Mittelwert (F;) und dessen Schwankung AFE;. Zeigen Sie da-
bei, dass beide von der GroBenordnung O(kgT") sind und damit AE;/(E;) von
der Grolenordnung 1 ist. Bestimmen sie anschlieBend mit Hilfe des Gesetztes der
groflen Zahlen daraus die relative Unbestimmtheit AE/(E), fiir die Gesamtenergie

E=Y,FE.

14. Gegeben seien N Atome, die sich in unterschiedlichen Energiezustinden Fy, ..., F,

befinden kénnen.
a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Atome so zu verteilen, dass genau n;
Atome im Zustand E; sind. (3> n; = N)? Die Atome seien unterscheidbar.

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es insgesamt, die Atome auf die Energiezustinde

FE; zu verteilen, wenn die Atome ununterscheidbar sind?

¢) Wie viele Moglichkeiten gibt es insgesamt, die Atome auf Energiezustidnde F;

zu verteilen, wenn die Atome unterscheidbar sind?
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