3 Ein Beispiel: Der Random Walk

Ein einfaches Modell fiir einen zufélligen Prozess ist der Random Walk oder auch Irrfahrt
genannt. Sei ¢ die Koordinationszahl eines Gitters A. N (fest) sei die Anzahl der Schritte.
Wir definieren rekursiv iiber die Anzahl der Schritte: Der Walk habe 7 < N Schritte
gemacht. Wihle mit gleicher Wahrscheinlichkeit (1/¢) einen der ¢ Nachbarn fiir den i+ 1-
ten Schritt.

Die wesentliche Eigenschaft des Random Walks ist die Unabhingigkeit der einzelnen
Schritte. Jeder Schritt des Walkers hdngt nur von seiner aktuellen Position (Gegenwart)
und nicht von den bereits besuchten Pldtzen (Vergangenheit) ab. Jeder Teilschritt ist ein
neuer Ursprung. Der Walker kann also vorher besetzte Plitze nochmals belegen (kei-
ne Selbstvermeidung) und der Pfad des Walkers ist nicht kreuzungsfrei (vgl. die Abbil-
dung 3.1).

In einer Dimension kénnen wir das oben gestellte Problem recht leicht 16sen. Sei a die
Gitterkonstante und P(x,t) die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Stelle z, zum
Zeitpunkt ¢, zu finden. Die zeitliche Entwicklung von P(z,t) konnen wir wie folgt be-
schreiben: Wir erhalten einen Zuwachs der Wahrscheinlichkeit durch Spriinge (die mit
der Wahrscheinlichkeit w(xz — 2') fiir einen Sprung von x — x’ vorkommen) von einem
der benachbarten Orte (x — a und = + a) und einen Abfluss durch Spriinge vom Ort x zu
einem der Nachbarn

%P(:{;,t) = Ple+a,t)W@+a—2)+Plr—at)W(r—a— )
— P, t)W(z —2x+4+a)— Plx,t)W(zx — z—a) , (3.1)

wobei

W(xex:ta):W(a::i:aex):g : (3.2)

mit I' der Anzahl der Spriinge pro Zeiteinheit.
Die obige Gleichung (3.1) nennt man Mastergleichung. Sie ldsst sich selbstverstindlich

verallgemeinern (siehe spiter).
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Abbildung 3.1: Beispiel eines Random Walks auf einem einfach-quadratischen Gitter.
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Zur Losung der partiellen Differentialgleichung bietet sich eine Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeit P(x,t), um den Ort = an

2 92

0 a® 0 3
P(z+a,t) = P(z,t) £ a%P(x, t)+ E@P(:c,t) + O(a”) : (3.3)

Setzen wir dies in Gleichung (3.1) ein und behalten nur die Terme bis zur quadratischen

Ordnung in a, dann folgt

0 a® 0*P
—Pz,t) =T-5—-= 3.4
ot (z,%) 2 0z2 4)
Wir setzen nun
a2
D= F? . (3.5)
Verallgemeinert erhalten wir bei entsprechender Symmetrie des Gitters A
0 r
aP(x, t) = gaZAP(X, t) , (3.6)

mit dem Laplace-Operator A.
Betrachten wir nun das zweite Moment der Verteilung P, welches die Distanz, die der

Random Walk im Mittel vom Ursprung entfernt ist, angibt:

(22) — /OosczP(:c,t)dq: (3.7)
9,5 [T 50
a<qj> = /_Oosc atP(:C,t)dl‘ (3.8)
a2 o) 82
= 5F/_OO:C2@P(:c,t)dx (3.9)
— fr/mpwmx (3.10)
_ o . (3.11)

Benutzt haben wir bei der partiellen Integration (3.9), dass die Verteilung fiir sehr grof3e
x schnell gegen Null geht. Zusammengefasst haben wir, dass die mittlere quadratische

Verschiebung proportional zur Zeit ist

(%) = 2Dt (3.12)

und man zeigt leicht, dass dies auch fiir hohere Raumdimensionen so ist. In Abbildung 3.2
ist gezeigt, dass auch Teilchen in einer Matrix von anderen Teilchen sich ebenfalls dif-
fusiv verhalten. Gezeigt wird das Verhalten einiger Molekiile einer Polystyrol-Matrix.
Aufgetragen ist das mittlere Verschiebungsquadrat gegen die Zeit ¢ in einem log-log-Plot.
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Matrix: PS, C=50, N=20, p=0.999/cm3, T=450 K

10000

1000

<IR()-RO)> [AT

100

£[0.05 fs]

Abbildung 3.2: Aufgetragen ist das mittlere Verschiebungsquadrat gegen die Zeit ¢ in ei-

nem log-log-Plot fiir verschiedene Molekiile in einer Polystyrol-Matrix.

BEISPIEL 3.0 (Monte Carlo Simulation: Random Walk)

Wir wollen den Prozel3 des Random Walks simulieren und bestétigen, dass der mittlere

End-zu-End-Abstand proportional zu ¢, bzw. [N, der Anzahl der Schritte, ist. Hier benut-
zen wir ein simple sampling. Hierzu wird der Proze3 des Random Walks direkt nachge-
bildet, indem man N unabhingige Schritte auf einem Gitter A erzeugt. Jeder so generierte
Walk ist unabhingig von den vorherigen Walks und kommt mit gleicher Wahrscheinlich-
keit vor.

Beim simple sampling stellen sich berechenbare Grofen als einfaches arithmetische Mit-
tel dar

(R%) = mittlerer End-zu-End-Abstand

1 - 2 2

wobei MCSMAX die Anzahl der unabhingig erzeugten Walks sind.
Algorithmisch (Monte Carlo Simulation) sieht die Erzeugung von Random Walk und

der Statistik tiber diese wie folgt aus:
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Algorithm 1 Simulation eines Random Walks

1: for i=0; 1 < MCSMAX do

2 =0

3 y=20

4:  forj=0;j < Ndo

5 xd =random +1 , -1
6: yd =random +1 , -1
7 Xx=Xx+xd

8 y=y+yd

9 end for

10:  Berechne den End-zu-End-Abstand
11: end for

Das folgende Programm zeigt eine Implementierung des obigen Algorithmus in MAPLE

sowie in Figure 3.3

MAPLE 3.0.1

restart;

with(plots);

_seed := 471;

L := 5000;

grid:=array(1..2,1..L);

grid[1,1]:=0;

grid[2,1]:=0;

A:=array(1..L);

d:=rand(1..4);

for i from 2 to L do
X:=d(:

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> elif (X=2) then grid[2,i]:
> elif (X=3) then grid[1,i]:
> elif (X=4) then grid[2,i]:
> end if:

> end do:

> for 1 from 1 to L do

>
>

end do:

=grid[2,i-1]+1: grid[1,i]:
=grid[1,i-1]-1: grid[2,i]:
=grid[2,i-1]-1: grid[1,i]:

Ali] :=[grid[1,i], grid[2,i]]:

if (X=1) then grid[1,i]:=grid[1,i-1]+1: grid[2,i]:=grid[2,i-1]

=grid[1,i-1]
=grid[2,i-1]
=grid[1,i-1]
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Abbildung 3.3: Beispiel eines Random Walks, der von dem MAPLE-Programm (3.0.1)

erzeugt wurde, auf einem einfach quadratischen Gitter.

pathpl:=plot(A):

> ptsl:=plot([A[1],A[L]], style=POINT, color=blue):

>

display(pathpl, ptsi);

Interessant ist auch die Verteilung der Endpunkte, die ja den End-zu-End-Abstand be-

stimmt. Dazu benutzen wir das folgende kleine MAPLE-Programm. Das Resultat ist in

Figur 3.4 gezeigt.
MAPLE 3.0.2

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

restart;
L:= 1000;
B:=array(1..L);
Bl:=array(1l..L);
Bx:=array(1l..L);
By:=array(1l..L);
grid:=array(1..2);
d:=rand(1..4);
for j from 1 to L do

grid:=[0,0]:

for i from 2 to L do
X:=d(Q;
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if (X=1) then grid[1]:=grid[1]+1:
elif (X=2) then grid[2]:=grid[2]+1:
elif (X=3) then grid[1]:=grid[1]-1:
elif (X=4) then grid[2]:=grid[2]-1:
end if:
if (i=999) then B1[j]:=b end if:
end do:
B[j]:=grid:
Bx[j] :=grid[1]:
By[j]:=grid[2]:
end do:
plot (B, style=POINT);
Nx:=array(1..200):
Ny:=array(1..200):
for j from 1 to 200 do

Nx[j]:=0:
Ny[j]:=0:
end do:

for j from 1 to L do
Nx [Bx [j1+100] :=Nx [Bx[j]1+100]+1:
Ny [By[j]+100] :=Ny [By[j]+100]+1:
end do:
pNx:=array(1..200):
pNy:=array(1..200):
for j from 1 to 200 do
pNx[j]:=[j, Nx[j]1]:
pNy[jl:=0j, Nyl[jll:
end do:
plot (pNx, style=POINT, color=red);
plot (pNy, style=POINT, color=blue);

YV V. V ¥V ¥V V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V V V ¥V ¥V vV VvV V VvV VvV VvV VvV V V V V V V V

Gehen wir die Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung nochmals von einer anderen
Seite an. Normieren wir einmal die Schrittweite auf 1. Der Walker geht mit Wahrschein-
lichkeit p nach “links” (—1) und mit der Wahrscheinlichkeit ¢ nach “rechts” (41) mit

ptqg=1 . (3.13)

Jeder der insgesamt /V Schritte ist gleichwahrscheinlich, so dass
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Endpunkte des Random Walks nach je 1000 Schritten

B o o
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-25 —
_507
B %
T T I T T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T TT [T TTI]
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Abbildung 3.4: Verteilung des End-zu-End-Abstands (Samplegrofie 1000) fiir den Ran-

dom Walk. In der unteren

gezeigt.

Figur ist die Verteilung bzgl. der x-Richtung
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Sei N fixiert. Was ist nun die Wahrscheinlichkeit bei m = n, — n, angekommen zu sein?
Da n, und n, iiber die Beziehung (3.14) miteinander verbunden sind, hingt dies nur von
der Anzahl der positiven Schritte ab. Wegen der Unabhingigkeit der Schritte gilt fiir einen
Weg

prq" . (3.15)

Nun gehen wir von unserer fundamentalen Annahme aus, dass alle zugénglichen Zustinde
eines abgeschlossenen Systems gleichwahrscheinlich sind. Um die Wahrscheinlichkeit
bei m zu landen anzugeben, miissen wir alle Moglichkeiten in Betracht ziehen. Die Zahl

der Moglichkeiten bei N Schritten n positive Schritte einzubauen bzw. bei m anzukom-

men ist
N N!
( ): — , (3.16)
n ng!n,!
also
N
PN(m)=<n)p"qN" , (3.17)

mit m = 2n — N, also der Binomialverteilung, die fiir groe N in die Gaussverteilung
iibergeht.

Definition 3.0.1 Sei P = {X,|t € T'}, T Indexmenge, eine Familie von Zufallsvariablen.
P ist ein stochastischer ProzeB mit diskreter Zeit oder einfach diskreter ProzeB, falls

die Indexmenge isomorph zu N ist.

Ein stochastischer Prozef kann als eine Familie von Variablen aufgefal3t werden, die sich
mit der Zeit entwickelt. Dabei kann auch der Fall auftreten, bei dem die Variablen un-

abhéngig voneinander sind.

Definition 3.0.2 Eine Markovkette mit Zustandsraum (Phasenraum) ) ist eine Folge

von QQ-wertigen Zufallsvariablen X, X1, . . ., so dass gilt:

1. Sei « eine Anfangsverteilung aus <), so dass

P(Xo=12):=a,
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2. Sei P eine Ubergangsmatrix P = (po)eyca = (0T — 9))eyeq =
(p(x]y))z.yeq. Dabei gilt: p,, > 0 fiir alle x,y € €, sowie Zy Pay = 1 fiir alle
x €

3. Die Markovkette ist vollstindig durch P(Xo = 9, X1 = 21,..., X, = x,) =

OyDzozy - - - Day_qzn DEStimmt.

Definition 3.0.3 p;(p?,) = P(X1n|X¢ = 2) heift die n-Schritt Ubergangswahrschein-
lichkeit.
Es gilt

o i) = DPay

o i) = (1")ay

Satz 3.0.1 Chapman-Kolmogorov Gleichung

plrt™ =y " plmpl

z€QN
Dies zeigt man wie folgt:
Pt = P(Xpen=ylXo=1x)  per. def.

= ) P(Xpin =y, X = 2| X = )
zeQ)

= Y P(Xpsn = y|Xin = 2, X0 = 2)P(X,, = 2| X = 2)
z€Q

= ) P(Xpn = Y| X = 2)P(X, = 2| X = )
z€Q

mit Markoveigenschaft

Definition 3.0.4 (i) Eine Markovkette heifit irreduzibel, wenn jeder Zustand von je-

dem aus erreichbar ist, d.h.:

Ty

Ve,y € Qdn > 0: p

(ii) Seix € (), dann definieren wir die Periode von x (d,) als den grifiten gemeinsamen
Teiler der Zahlen n > 0, fiir die p) > 0.

(iii) Ein Zustand x € S heifit aperiodisch, falls d, = 1.
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Man kann zeigen:

- Falls eine Markovkette irreduzibel ist, dann haben alle Zustinde dieselbe Periode
d.

- Eine Kette ist irreduzibel und aperiodisch: <

Va,y € 0, 3Ny, : Vn > Ny, :p(’;) > 0.

xT

Definition 3.0.5 Ein Wahrscheinlichkeitsmafp m := {7, }.cq heifit eine stationére Ver-
teilung (oder invariante Verteilung, bzw. Gleichgewichtsverteilung) zum Markovpro-
zef3 P, falls:

Zﬂ'xpxy:ﬂ'y, Yy e Q.

Bemerkungen:

- Da P durch die Ubergangsmatrix P bestimmt ist, ist die invariante Verteilung genau

diejenige, die als Eigenvektor zum Eigenwert 1 auftritt.

- Eine stationdre Verteilung muf nicht existieren.

Zuriick zum Random Walk. Wir beschrianken uns auf ein endliches Intervall mit k& Zustéinden,

-2 -1 0 +1 +2
1 k

Dann gilt fiir den Ubergang vom Zustand 7 nach i + 1, dass er mit Wahrscheinlichkeit
q = 1 — p vorkommt. Von ¢ nach ¢ — 1 mit Wahrscheinlichkeit p und von ¢ nach ¢ mit
Wahrscheinlichkeit 0. In Matrixform,

2 3 45
1 q 0
2 0 q
3 p 0 g
4 p 0 ¢q
5 p O
0

Dies ist eine Matrix mit Bandstruktur.
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Satz 3.0.2 Sei P die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer irreduziblen Mar-
kovkette ‘P mit Periode d. Falls eine stationdire Verteilung T exisitiert, dann ist diese ein-
deutig. Falls p aperiodisch ist, gilt: lim,,_, . p(mz) = m, fiir alle v € (.

D.h.: Unter den Voraussetzungen des vorstechenden Satzes konvergiert die Markovket-
te zu einer Gleichgewichtsverteilung unabhéngig von der Anfangsbedingung! Dies ist
besonders wichtig fiir die Anwendbarkeit in Monte-Carlo-Methoden, ja gerade eine der
Basisfaktoren.

BEISPIEL 3.0 (Student- oder t-Verteilung)

Als Grundlage nehmen wir standardisierte normal verteilte Daten. Diese sind nicht mehr

normalverteilt, wenn die Varianz des Merkmals unbekannt ist und mit der Stichprobenva-
rianz geschitzt werden muss.
Die t-Verteilung beschreibt die Verteilung eines Ausdruckes

= M (3.18)

tm
\/E

wobei N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable bedeutet und 2, eine x*-
verteilte mit m Freiheitsgraden. Die Zihlervariable muss unabhéngig von der Nenner-
variable sein. Die Dichtefunktion der t-Verteilung ist dann symmetrisch beziiglich ihres
Erwartungswertes 0. Die t-Verteilung nihert sich fiir wachsende Stichprobenumfinge der
Normalverteilung an, so dass fiir m > 30 anstelle der t-Verteilung die Normalverteilung
verwendet wird.

Die Werte der Verteilungsfunktion konnen nicht analytisch berechnet werden und liegen
in der Regel tabelliert vor. Wir kdnnen eine t-verteilte Zufallsvariable mit der accept-reject

Methode erzeugen.

R 3.0.1
newrt<-function(df=1){
check<-0
while (check==0){
yl<-runif (1)*2-1
y2<-runif (1)
if (y2<0.5){x<-y1}
else {x<-1/y1}
u<-runif (1)
if (u<= (((1+(x~2)/df) " (-(df+1)/2) )/min(1,x~(-2))))
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{check<-1}
}

return(x)

3.1 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e [st es richtig, dass man nur einen langen Random Walk (N — oo) betrachten muss,

um eine korrekte Aussagen fiir den End-zu-End-Abstand zu erhalten?

3.2 Ubungen

1. Ein Polymer kann man im einfachsten Fall als einen allgemeinen Random Walk
auffassen. Allgemein bedeutet, dass sowohl die Sprunglidnge als auch der Winkel
beliebig, also nicht an irgendein Gitter, gebunden sind. Ein allgemeiner Random
Walk habe nun n Stellen (sites) besucht, somit gibt es also n—1 Verbindungsglieder
(bonds) der Léange l;. Der vektorielle End-zu-End-Abstand ergibt sich somit zu:

n
-3
=0
Der quadratische Triigheitsradius s? ist durch die Koordinaten 5; der sites definiert:

1 n
2 _ Z—g
° _n+1izosl '

Damit ist durch 77; = §; — §; der Trigheitsradius mit dem End-zu-End-Abstand

verkniipft.

a) Was ist der quadratische End-zu-End-Abstand 72? Wie groB ist der Mittelwert
(r?) unter der Annahme, dass alle bonds dieselbe Liinge [ haben?

b) Driicke den Mittelwert (s*) durch den Mittelwert von (77;) aus. (Tip: Verwen-
de obige Verkniipfung.)

¢) Berechne das Verhiltnis ’S"—z Was ergibt sich fiir unendlich lange Random

Walks?
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2. Bei einem freien Random Walk ist der vektorielle End-zu-End-Abstand gauBver-
teilt: 32 ~
~ 3 3R?
P = —= —
n(E) (27er2> P ( 2Nl2>

b) Berechne ((R2)"). Was wiirde sich fiir ungerade Potenzen von R ergeben?

a) Warum?

c) Wie grof} ist die Schwankung von R2 also %‘7
¢) Kann man einen guten Schitzer fiir <ﬁ2> erhalten, indem man einen Random

Walk immer ldnger macht? Warum? Wie kann man dieses Problem 16sen?

3. Gegeben sei ein Teilchen der Masse M in einer Fliissigkeit. In der Fliissigkeit wir-
ken zwei Krifte auf das Teilchen: viskose Reibung B und zufillige Stoe durch
andere Molekiile. Die Bewegungsgleichung lautet dann:

dv v = =
M—=——+F({); F=0.

Mit einigen Umformungen ergibt sich:

& 1d

ﬁ<r2> + e (r*y =2(w?* mit 7=MB

a) Berechne (r?). Benutze M (v?) = 3kT. Zur Zeit t = 0 sollen (r?) und dessen
zeitliche Ableitung Null sein.

b) Was ergibt sich fiir ¢ < 77
c) Was ergibt sich fiir ¢ > 77

4. Zweidimensionaler Off-Lattice Random Walk
Betrachten Sie einen Off-Lattice Random Walk in der komplexen Ebene, der aus N
zweidimensionalen Vektoren €97 € C, j € {1, .., N'} besteht, wobei ¢; gleichver-
teilt auf [0, 27) verteilt ist. Der Walk startet im Ursprung des Koordinatensystems.

a) Geben Sie die Endposition zy € C an und berechnen Sie |zy|2.

b) Berechnen Sie die Mittelwerte (zy) und (|zy|?) und verallgemeinern Sie die
Formel auf den Fall von N Schritten re*i der Linge r > 0.

¢) Man kann den obigen Random Walk als Modell fiir Polymere auf einer Ober-
flache benutzen. Betrachten Sie drei Polymerketten unterschiedlicher Langen:
N; = 50 Monomere, Ny = 80 Monomere und N3 = 120 Monomere. Dabei

sei die Lidnge eines Monomers stets [ = 10nm. Berechnen Sie fiir diese drei
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Abbildung 3.5:

Fille jeweils die Wurzel des mittleren quadratischen End-zu-End-Abstands
sowie die totale Kettenldnge L; unter der Annahme, dass an den Verkniipfungs-
punkten immer alle Winkel ¢; € [0, 27) gleich wahrscheinlich sind.)

5. Eine Verallgemeinerung des Random Walk auf dem einfach quadratischen oder
hoher dimensionalen Raum ist durch das Bond-Fluktuationsmodell gegeben (vgl.
Abbildung 3.5). Dieses Modell ist im Wesentlichen dadurch bestimmt, dass man
von der Restriktion der Bondlénge (Schrittlange) absieht und z.B. die folgende Ha-
miltonfunktion benutzt

H=> k(-1 (3.19)

wobei [; die Bond-, bzw. Schrittldnge ist, [y die typische Lange und %; der Wechsel-
wirkungsparameter. Berechne den End-zu-End-Abstand als Funktion der Linge NV
des Walk und von k;.
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