9 Anhang

9.1 MaBtheorie

Zunichst einiges aus der MaB3—Theorie.

Definition 9.1.1 Sei Q2 # 0 und A C POT(S)). Dann

i.) A heifit vereinigungsstabil: VA, B € A: AUBe A

ii.) A heifst Ring iiber 2.

1) 0he A
2.) A vereinigungsstabil
3) ABEAA-BecA

iii.) A heifst Algebra iiber (2.

1) Qe A
2.) Avereinigungsstabil
3)VAc A:Ac A

iv.) A heifst c-Algebra iiber (2.

1) Qe A
2)VAc A:Ac A
3.) Y(Ap)nen, An € A: U, en An € A

Die kleinste o-Algebra iiber 2 ist: A = {0, Q2}. A = POT(Q) ist die groBte o-Algebra

iiber €.

Sei mit R = R U {+00, —0o} der Abschluss von R bezeichnet.

Definition 9.1.2 Sei A ein Ring iiber Q und i A — R
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1. 1 heif3t positiv:
pu(@) =0undV € A: p(A) >0

2. heifit additiv:
V,Be A, ANB=10: u(AUB) = u(A) + u(B)

3. u heifit o-additiv:
v (An)neN ) An € A? UnEN A" € 'A
Vn,m e N,n #m,A, N A, =0:

H ((An)neN) = ZnEN 1(An)

4. p heif3t PramaB:
1 positiv und o-additiv

5. p heif3t MaB:
1 ist Pramaf3 und A ist eine o-Algebra

6.  heifst Wahrscheinlichkeitsmafl (W-MaB):
wist Mafs und (1(2) =1

Sei A eine o-Algebra iiber 2 und w € €. Die Abbildung 1 : A — R sei durch

0 fallsw¢ A
n(A) =
1 fallswe A

( ist ein W-MaB und heifit Dirac-MaB.

In einer laxen Schreibweise ist
o~ H@)/kBT g,

das Gibbs-MaB.

Ein weiteres MaB, an dem wir interessiert sind, ist das mikrokanonische Maf
§ (H(x) — E)dx
Definition 9.1.3

i.) Ein Paar (2, A) heifit Messraum:
Q # 0 und A ist eine o-Algebra iiber ).

ii.) Das Tripel (2, A, 1) heifst MaBraum:
(Q,.A) Mefiraum und 1 : A — R ein Map.
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Definition 9.1.4 Seien ({2, A, 1) ein Mafiraum, (QV', A") ein Messraum und | eine Abbil-
dung f : Q2 — Q).

1. f heifit (A, A’)-messbar:
VeAd: [FHA)e A

2. Sei f (A, A')-messbar und ji' : A" — R definiert durch y'(A") = p(f~1(A")),
V' € A', dann heifst 11/ das Bild von 1 bzgl. f (1/ = f(p))

Definition 9.1.5 Sei (2, A, u) ein Mafiraum, (', A’") ein Mafiraum
und X : Q — V.

(i) (2, A, p) heifpt W-Raum < i ist ein W-Map.

(ii) (2, A, u) sei ein W-Raum und X (A, A') messbar,
dann heifst X (A, A’)-messbare stochastische Variable.

(iii) Ist (2, A, p) ein W-Raum und X (A, A’)-messbare stochastische Variable, dann
heif’t das Bild von . bzgl. X die Verteilung der stochastischen Variablen X.

Ist (€2, A, 1) ein W-Raum und wihlt man als Abbildung X : 2 —  die Identitit, dann
ist das Bild von p bzgl. X wieder u. Damit kann jedes W-Maf3 . als Verteilung einer

stochastischen Variablen aufgefasst werden!

Definition 9.1.6 (2, A, ;1) heifjit Laplacescher W-Raum: <
1. | =neN
2. A= POT(Q)

3 VweQp({w)) =+ .

9.2 Gesetz der groBen Zahlen

Im Folgenden sei stets (2, A, 1) als W-Raum vorausgesetzt.

Definition 9.2.1 Seien X, Y stochastische Variable.

1. (X) = [, Xdpu heift Erwartungswert von X.

2. Sein € Nyn > 0,a € R.((X — «)™) heifst n-tes Moment von X bzgl. a. (X™)
heif3t n-tes Moment von X.
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3. Sei (X) endl. T := (X — (X))?) heift die Varianz von X.

4. Sei (X),(Y) (XY)endl cov[X,Y] := (X — (X)) (Y — (Y))) heifst Kovarianz
von X undY .

5. X undY heiflen unkorreliert, wenn cov[X,Y| = 0.

6. p(X,Y) = cov(X,Y]/\/o(x)o(y) heifit Korrelationskoeffizient, falls 0 < o(z),0(y) <

Q.

7. Lo(p) == {X] (| X|") < oo}, € R,a > 1 (Menge der iiber (2, A, 11) definierten

reellwertigen stochastischen Variablen mit endlichem Moment)
Wir miissen uns nun mit der Konvergenz von Folgen stochastischer Variablen befassen.
Definition 9.2.2 Sei (X,,),cn eine Folge stochastischer Variablen.

1. (X,)nen konvergiert gegen X (X, — X), .
gdw fiir alle w € Q : lim,, o, X,,(w) = X (w)

2. (X,)nen konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X (X, — X), .
gdw AN € M, u(N) = 0, fiir alle w € N : lim,, . X,(w) = X (w)

3. (X,)nen konvergiert yi-stochstisch gegen X (X, LN e ) n—oo
gdw fiiralle e € R, e > 0 : lim,, o, p({w € Q|| X, (w) — X (w)| >€) =0

4. X und X,,,n € N € L,(1)
(X, )nen konvergiert im a-ten Mittel gegen X (X, = X), o
gdw lim,, (| X,, — X|*)/* =0

Bemerkungen:

1. a = 1 bedeutet Konvergenz im Mittel.

«a = 2 bedeutet Konvergenz im quadratischen Mittel.
2. Falls (X,, — X),oo und (X, 3 X), o, folgt (X, & X), o
3. <|X, — X|* >/ definiert eine Norm auf dem Raum L, (1)

Definition 9.2.3 Sei (X,,),en eine Folge stochastischer Variablen mit X,, € Li(u).

1. (X,)nen geniigt dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
gdW % Z?:l(XZ— < X; >) LA Ofurn — 00

2. (X,)nen geniigt dem starken Gesetz der groen Zahlen
gdw LY (X, < X; >) — O(u) fiir n — oo
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9.3 Verallgemeinerte homogene Funktionen

Im Folgenden wollen wir Eigenschaften homogener und verallgemeinerter homogener

Funktionen betrachten.

Definition 9.3.1 Eine Funktion f(r) heifit homogen, falls eine Funktion g(r) existiert,

so dass
omA€R: f(Ar)=g\)f(r).

Beispiel 9.3.1
Ein einfaches Beispiel ist die Funktion

fr) = ar?
Sie ist eine homogene Funktion mit g(\) = \2.
Wir wollen kldren, wie g(\) aussieht. Es gilt

fQur)) = g\) f(ur) = g(\)g(p) f(r),

andererseits

F(u)r) = g(Au) f(r)

= g(Au) = g(N)g(u)

Nehmen wir an, g sei differenzierbar, dann folgt

ag (i) = Ag' (M) = g(N)g'(n)
I

Wihle ;1 = 1 und definiere ¢'(p = 1) =: p

Dann

0 Sy

@g(k) = Ag'(A) = g(N)p 9.1

g\ _ d _f
= o oy log g(M)] =+ 9.2)
= log g(A) =plogA+c (9.3)
= g(A) = €N 9.4)
- g (A) =per! 9.5)
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wegen ¢'(1)=p folgt p=pe(1)P~t. Wihle ¢ = 0, dann
gA) =3 . (9.6)
Definition 9.3.2 p heifit der Grad der Homogenitiit.

Wir wollen dies nun verallgemeinern.

Definition 9.3.3 Sei x € IR" und f(x) eine Funktion. Falls eine Funktion g(.) existiert,

so dass
omA€IR: f(Axy,..., \x,) =g\ f(z1,...,2n),
dann heifit f(x) homogen.
Wir beschrinken uns im Folgenden auf homogene Funktionen mit zwei Argumenten

fQz, Ay) =N f(z,y) . 9.7)

Aus physikalischen Griinden konnen wir annehmen, dass weder x noch y je Null werden

f (%%) — [P f(z,y) 9.8)

Die linke Seite ist nur noch formal eine Funktion zweier Parameter und wir definieren

Fif(z) = f(£l,2) | (9.9)
dann erhalten wir
flx,y) = |2 FE (%) , 9.10)

d.h., f hédngt von y nur durch das Verhiltnis y/|z| ab. Wenn f(z,y) = |z|PF (%), dann
ist f eine homogene Funktion.

Diese Charakterisierung hat eine wichtige Konsequenz: Findet man eine Abhingigkeit

f(z,y) = |l F (i) , (9.11)

|z]
dann ist f homogen fiir eine beliebige Funktion F.
Erinnert sei in diesem Zusammenhang an die Skalenplots. Bei diesen trdgt man auf der
Abszisse y/|z| und auf der Ordinate f(z,y) - |x| 7 auf.
Natiirlich gilt das Obige ebenso fiir die y-Variable.
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Siehe dazu auch die Eulersche Relation

efe +yfy =A(2y) (9.12)

Satz 9.3.1 Wenn f(x,y) auf einer geschlossenen Kurve um den Ursprung bekannt ist,

dann ist f iiberall festgelegt und der Grad der Homogenitdit ist bekannt.

Beweis:
Sei C eine solche Kurve. Es gilt = = y—yc entlang der Geraden GG. Definiere

f(x,y) = f(Axe, Mye) = N f(2e, Ye).

Definition 9.3.4 Eine Funktion f(x,y) heifit verallgemeinerte homogene Funktion,
falls es ay,ay € IR gibt, so dass

fOAz, AX?y) = Af (2, y).

a1 und as heiflen die Skalenexponenten.
Beispiel 9.3.2

f(z,y) = yz* + o
(Helmholtz-Freie-Energie) in der Nihe des kritischen Punktes, (Landau-Theorie)
(a1,a2) = (1/2,1/4)

Satz 9.3.2 Wenn f(x1,x2) eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent

ay ist, dann ist die partielle Ableitung
itk

J ..k
Ox10xs

eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent (a; — ja; — kas).
Beweis:
trivial

Satz 9.3.3 Wenn f(x1,x2) eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent

ay ist, dann ist die Legendre-Transformation

f(Z1,22) == f(21,22) — 2174

eine verallgemeinerte homogene Funktion mit dem Skalenexponenten ay. Der Skalenex-

ponent der transformierten Variablen ist a; = ay — a;.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg





