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Vorwort

Dieses Skript wurde erstmalig fiir die Anfangervorlesung Theoretische Physik I1
- Analytische Mechanik und Thermodynamik im Sommersemester 2011 erstellt.
Der Heidelberger Studienplan fiir Bachelor-Studenten der Physik sieht fiir das
erste Semester die Vorlesung Theoretische Physik I - Mathematische Methoden
und Klassische Mechanik vor. Die Analytische Mechanik schliefst daran nahtlos an
und wird typischerweise vom gleichen Dozenten gehalten. Da die mathematischen
Methoden und die Grundlagen der Mechanik dann eingefiihrt sind, beginnt sie etwa
da, wo frither eine Mechanikvorlesung fiir Diplomstudenten begann. Vorgesehen
sind im Prinzip die Mechanik von Lagrange, Hamilton und Hamilton-Jacobi. Aus
Zeitgriinden wurde jedoch auf den dritten Teil verzichtet, schliefslich gilt es im
zweiten Teil des Semesters noch, der Thermodynamik zu ihrem Recht zu verhelfen.
Fiir dieses Vorlesung konnen alle bekannten Lehrbiicher zur Mechanik herange-
zogen werden, etwa diejenigen von Wolfgang Nolting, Torsten Fliessbach, Walter
Greiner, Florian Scheck oder Friedhelm Kuypers. Auch allgemeine Einfiihrungen in
die theoretische Physik (wie der Honerkamp-Rémer) oder die Klassiker der Mecha-
nik (Goldstein, Landau-Lifshitz, Feynman) sind zu empfehlen. Der aufmerksame
Leser wird sicherlich merken, dass dieses Skript viel von den Biichern von Nolting
und Fliessbach profitiert hat. Wie im letzten Semester war die Absicht wieder,
den Studierenden durch die Erstellung des Skripts bei der Nachbearbeitung der
Vorlesung und der Vorbereitung der Klausur zu helfen.

Heidelberg, im April 2025 Ulrich Schwarz



1 Lagrange-Mechanik

Bisher haben wir uns mit der Newtonschen Mechanik befasst, die auch als Klassi-
sche Mechanik bekannt ist. Tatséchlich gibt es noch drei weitere Formulierungen
der Mechanik, die nach Lagrange, Hamilton und Hamilton-Jacobi benannt sind,
und als Analytische Mechanik zusammengefasst werden. Die Lagrangesche Me-
chanik befasst sich mit dem Problem der Zwangsbedingungen und zeigt, dass die
Bewegungsgleichungen aus Variationsprinzipien abgeleitet werden kénnen. Damit
wird ein hoheres Abstraktionsniveau als in der Klassischen Mechanik erreicht, das
auch den Ausgangspunkt fiir andere fortgeschrittene Gebiete der Theoretischen
Physik darstellt. Tatséchlich hat sich aus den beiden anderen Gebieten der Analy-
tischen Mechanik die Quantenmechanik entwickelt: die Hamiltonsche Mechanik ist
der Ausgangspunkt fiir die Matrizenmechanik nach Heisenberg und die Hamilton-
Jacobi-Mechanik ist der Ausgangspunkt fiir die Wellenmechanik nach Schrédinger.
Die Hamiltonsche Mechanik spielt auch eine wichtige Rolle fiir die Statistische
Physik und die Theorie dynamischer Systeme, weil sie auf dem Konzept des Pha-
senraums aufbaut. Wir beginnen jetzt mit der Lagrangeschen Mechanik, die in der
Analytischen Mechanik aufgrund ihrer Praxisrelevanz heraussticht.

1.1 Zwangsbedingungen und generalisierte
Koordinaten

Das zentrale Ergebnis der Newtonschen Mechanik ist das zweite Newtonsche Ge-
setz, das fiir Mehrteilchensysteme folgende Bewegungsgleichung ergibt:

N

mii; = Ff™ + ) " F; (1.1)
=1
2

wobei der Index 1 <7 < N die N Teilchen durchnummeriert und auf der rechten
Seite externe und interne Kréfte unterschieden werden. Mathematisch handelt es
sich dabei um ein System von 3N gewohnlichen Differentialgleichungen (ODEs),
so dass 6N Anfangsbedingungen zur Losung notig sind. Ein besonderer Aspekt der
Newtonschen Mechanik besteht darin, dass sie die explizite Kenntnis aller Kréfte
voraussetzt.



1 Lagrange-Mechanik

In vielen Féllen sind die wirkenden Kréfte nicht alle bekannt, dafiir aber die Be-
schrankung in den Bewegungsmoglichkeiten, die diese verursachen. Man spricht
dann von Zwangskrdften und Zwangsbedingungen. Diese Situation ist der Aus-
gangspunkt fiir die Lagrangesche Mechanik.

Beispiele

Das Fadenpendel besitzt nur einen Freiheitsgrad, den Winkel ¢, da die an-
deren Freiheitsgrade durch Zwangskréfte ausgeschaltet werden. Die Zwangs-
kraft wirkt im Faden (Fadenspannung) und hélt das Teilchen auf einer Kreis-
bahn. Es gilt die Zwangsbedingung r? = [2. Eine Analyse mit Mitteln der
Klassischen Mechanik setzt bei den wirkenden Kréaften an, dabei miissen wir
die (unbekannte) Zwangskraft mit ansetzen (es bieten sich Polarkoordinaten
an):

mit = m(a,e, + aye,) =Fo+Z
mit Z = Ze, (die Zwangskraft steht also senkrecht auf der Bewegungsrich-
tung.) Komponenten der Gewichtskraft in r und ¢ Richtung:
F.=mgcosp F,=—mgsinyp
ar=_7 _—ry° a,=2rp+rp (r=17=0,dar=1[konstant ist.)
0 0
= 7r-Anteil: Z = —mlp* — mgcos ¢
p-Anteil: mlp = —mgsin p
Wir kénnen die DGL fiir ¢ losen (es ergibt sich in der Ndherung kleiner

Auslenkungen der harmonische Oszillator) und das Ergebnis in die Gleichung
in 7 Richtung einsetzen, um die Zwangskraft zu erhalten.

m

6l

Abbildung 1.1: Mathematisches Pendel: die Fadenspannung ist eine Zwangskraft,
die die Zwangsbedingung einer Kreisbahn bewirkt.



1 Lagrange-Mechanik

Auch die Kolbenmaschine besitzt effektiv nur einen Freiheitsgrad, den
Winkel ¢, obwohl sie eigentlich aus sehr vielen Teilchen besteht.

Abbildung 1.2: Kolbenmaschine: obwohl die Maschine sehr kompliziert ist, hat sie
effektiv nur einen Freiheitsgrad.

Eine dhnliche Situation gibt es iibrigens bei physikalischen Problemen, die durch
partielle Differentialgleichungen mit gemischten Randbedingungen beschrieben wer-
den. Beispiele sind elektromagnetische Wellen, die in eine Richtung eingeschréankt
sind; oder ein verformbarer Korper, der auf einen Untergrund gedriickt wird, so
dass an manchen Stellen die Verformung vorgegeben und an anderen Stellen zu
bestimmen ist.

Das Problem besteht jetzt darin, dass man die gegebene Information iiber das Sys-
tem anders nutzen muss, da man nicht mehr einfach von Kréften auf Bewegungen
schliefen kann. Die Lagrangesche Mechanik stellt mehrere Strategien bereit, mit
Zwangskraften umzugehen. Am Beispiel des Fadenpendels:

Lagrange-Methode erster Art

Die Bewegungsgleichung wird explizit mit Zwangskraften gelost:

mr=G+A\(t) r -
2 SN0 b, (1.2
wobei wir ausgenutzt haben, dass die Zwangskraft in Fadenrichtung wirkt. A(¢)
wird Lagrange-Parameter genannt. In der Lagrange-Methode erster Art wird dieses
Verfahren, Lagrange-Parameter einzufiihren, verallgemeinert. Wenn hier p Zwangs-
bedingungen vorliegen, haben wir nur noch 3N — p = S Freiheitsgrade, miissen
aber trotzdem noch alle 3N Gleichungen 16sen. Eine recheneffizientere Alternative
bietet die



1 Lagrange-Mechanik

Lagrange-Methode zweiter Art

Die Bewegungsgleichungen werden durch Multiplikation mit einem Tangentialvek-
tor auf die Flache projiziert, auf der sich das System aufgrund der Zwangskréfte
bewegt. Dabei fallen die Zwangskrafte heraus und es bleiben nur die relevanten
Koordinaten iibrig, in unserem Beispiel also nur die Winkelkoordinate. Fiir das
Fadenpendel lautet die Bewegungsgleichung auf e, projiziert:

mlg = —mgsinp = gb—}—%singo:O (1.3)

Wir miissen also nur noch S Gleichungen 16sen und sparen uns somit p Rechnungen.
Der Nachteil ist jedoch, dass wir die Zwangskréfte nicht mehr direkt erhalten, diese
miissen (sofern man an diesen interessiert ist) nachtréglich berechnet werden:

Z=mr—-G (1.4)
Die Lagrange-Methode zweiter Art stellt eine Vorschrift auf, um solche Bewegungs-

gleichungen elegant und einfach herzuleiten.

Klassifizierung der moglichen Zwangsbedingungen

Wie so oft in der Theoretischen Physik ist eine systematische Klassifizierung aller
moglichen Fille die Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Entwicklung fiir Losungs-
strategien.

A holonom (global) Es gibt p Einschrinkungen in der Form:

fl/(r17"'7rN7t):0 1 <V<p (15)

ofy _

A1 holonom-skleronom (starr) Es gibt keine explizite Zeitabhangigkeit, %

0

1) Fadenpendel
2) Kolbenmaschine

3) Hantel: (r; —13)> —1>=0



1 Lagrange-Mechanik

4) Starrer Korper: (r; —r;)* —c; =0
5) Teilchen auf Kugeloberfliche: r* — R? = ()

. . .. . v .. 8f,
A2 holonom-rheonom (flieflend) Mit expliziter Zeitabhangigkeit aft #0

1) Teilchen im Aufzug mit vorgegebenen z(t):

Abbildung 1.3: Ein Teilchen im Aufzug hat eine vorgegebene Koordinate z(t).

f(z,t) = 2(t) — [20 + vo(t — to)] = 0 (1.6)

2) Teilchen auf schiefer Ebene mit veranderlicher Neigung

Abbildung 1.4: Ahnlich wie Teilchen im Aufzug, aber dieses Mal &ndert sich eine
Winkelkoordinate.

10



1 Lagrange-Mechanik

3) Schaukeln: entspricht einem Pendel, bei dem durch geschickte Korper-
verlagerung die Fadenldnge dynamisch gedndert wird und so das System
aufgeschaukelt wird.

Abbildung 1.5: Geschicktes Schaukeln erhoht die Amplitude.

4) Weihrauchfass von Santiago de Compostela (am Ende des Jakobswegs)

Abbildung 1.6: Durch geschicktes Ziehen an der Authéngung wird das Weihrauch-
fass ins Schwingen gebracht.

5) Jojo

11



1 Lagrange-Mechanik

@

Abbildung 1.7: Auch hier fiihrt geschicktes Ziehen zum Aufschaukeln.

Die Beispiele 4-5 zeigen, dass man in solchen Féllen von aufen Energie zu-
fithren kann.

B nicht-holonom Es existieren keine Funktionen der Art fu(ry,...,ry,t) =0.
Typischerweise sind die Zwangsbedingungen Ungleichungen oder differenti-
eller Natur.

1) Abakus (Perlen auf Rechenbrett): es gibt keine Gleichungen, nur Un-
gleichungen der Art a < z; < b.

2) Teilchen in einer Kugel: auch hier gibt es nur eine Ungleichung, r? < R?

3) Rollen eines Rades auf einer Unterlage (mit Reibung, ohne Gleiten):
dieses Problem fiihrt nur auf eine differentielle, aber nicht auf eine glo-
bale Zwangsbedingung. Die Konfiguration des Rades wird durch die
Koordinaten (x,y, 1, ¢) vollstindig beschrieben.

Abbildung 1.8: Koordinaten fiir das rollende Rad

12



1 Lagrange-Mechanik

Die Rollbedingung fiihrt zu folgenden Einschrankungen:

v=R-¢ (1.8)
T =wv, =v-cost (1.9
Y =10, =v-sin? (1.10)

Das fiithrt zu folgenden differentiellen Zwangsbedingungen:
|dz— Reostddp =0, dy— Rsinddp =0]

Diese differentielle Form entspricht nicht einer globalen Funktion f(z,y, v, ¢).

Da 9(t) nicht bekannt ist, kénnen wir die Bedingung nicht integrieren.
Physikalisch entspricht dies der Tatsache, dass alle Werte von f(x, y, 1, ¢)
moglich sind, wenn man nur geschickt hin- und herrollt.
Um dem holonomen Fall zu entsprechen, miissen die differentielle Zwangsbe-
dingungen ein totales Differential bilden. Die Bedingung Zfivl %dmi+%dt =
0 muss gelten, damit sich holonome Zwangsbedingungen fl,(rl,z..., ry,t) =0
ergeben. Fiir holonome Zwangsbedingungen gibt es allgemeine Losungsver-
fahren, im Gegensatz zu nicht-holonomen Zwangsbedingungen.

Losungsverfahren fiir holonome Systeme

Das System hat S = 3N —p Freiheitsgrade. Wir fithren S generalisierte Koordinaten
¢; (1 <i < S) ein. Die generalisierten Koordinaten werden je nach physikalischer
Fragestellung definiert und werden so gewéahlt dass:

1) eine eindeutige Transformation r; = r;(qi, ..., ¢s, t) existiert und

2) die ¢; unabhéngig voneinander sind, d.h. es gibt keine Funktionen der Form

F(qla "'7QS7t) =0

Bemerkungen

1) Die q = (q1, ..., gs) spannen den Konfigurationsraum auf. q ist der Konfigu-

rationsvektor, q = (41, ..., Gs) sind die generalisierte Geschwindigkeiten.

2) ¢ und ¢; haben nicht notwendigerweise die Dimensionen m und 2. Zum

Beispiel kann es sich dabei auch um Winkel handeln.

3) Wir benétigen 2S Anfangsbedingungen.

4) Die g; entsprechen den angepassten Koordinaten y; aus der Klassischen Me-

chanik.

13



1 Lagrange-Mechanik

Beispiele

Teilchen auf Kugeloberfliche
r’ - R?2=0=p=1,S=3-1=2
Hier bieten sich Kugelkoordinaten an, ¢; = ¢, go = 9.

Ebenes Doppelpendel

Abbildung 1.9: Das ebene Doppelpendel hat zwei Freiheitsgrade.

S=2 =9 q@=19
Teilchen im Zentralfeld

Bei diesem Beispiel gibt es keine dufteren Kréfte, auerdem gilt die Drehim-
pulserhaltung

Abbildung 1.10: Generalisierte Koordinaten fiir Keplerproblem

14



1 Lagrange-Mechanik

=>5=2 =71 Q=

1.2 D’Alembertsches Prinzip und
Lagrange-Gleichungen zweiter Art

Ziel der Lagrange-Methode der zweiten Art sind Bewegungsgleichungen fiir genera-
lisierte Koordinaten. Dabei stellt sich heraus, dass dies mit einem skalaren Prinzip
erreicht werden kann, das somit die vektorielle Formulierung der Newtonschen Be-
wegungsgleichungen ersetzt. Diese Vorgehensweise ist eleganter und bietet sich als
Ausgangspunkt fiir hohere Begriffsbildungen an.

Der Grundgedanke der Lagrange-Methode 2.Art besteht daraus, die Bewegungs-
gleichungen auf den Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit der erlaubten Zu-
stande €2; zu projizieren. Um das umzusetzen fiihren wir die wvirtuelle Verrickung
dr; ein. Diese erfolgt instantan (0t = 0) und geniigt den momentanen Zwangs-
bedingungen.

Beispiel

Teilchen im Aufzug

Abbildung 1.11: Erklarung des Konzepts der virtuellen Verriickung.

- generalisierte Koordinate ¢ = x
- Verriickung dr = (dz, dz) = (dq, vodt)

- virtuelle Verriickung dr = (dz,0) = (dq, 0)

15



1 Lagrange-Mechanik

Offensichtlich gilt hier dr # dr (gilt allgemein fiir rheonome Systeme).

Unser Ausgangspunkt sind die Newtonsche Bewegungsgleichungen:

~— —~— ~—
Tragheitskrafte direkte Krifte  Zwangskrafte

Wir projizieren auf die erlaubte Bahn durch skalare Vektormultiplikation mit der
virtuellen Verriickung:

N

N

i=1 i=1
=0W,virtuelle Arbeit

Die Summe ist notwendig, da virtuelle Verriickungen im allgemeinen Fall nicht auf

einzelne Teilchenkoordinaten eingeschrankt sind.

In der Regel gilt das Prinzip der virtuellen Arbeit: W = 0, d.h. die Zwangs-

kréfte leisten bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit (Ausnahme Reibungskraf-
te).

Beispiele

Fadenpendel

&r

Abbildung 1.12: Fadenpendel

Z1lér =W=-Z 0r=0

16



1 Lagrange-Mechanik

Hantel

Abbildung 1.13: Hantel

Z,=-7,
Virtuelle Verriickung: kann in Translation und Rotation zerlegt werden
or; = 0s

0ry = 0S + 0xXp
oW = —Zl(SS — Z2 (55 + 5XR) (113)
-7
= —7Z1(0s — 0s) — Zy Oxp (1.14)
=0 1Z7=0

Gesamtbetrachtung benotigt beide Teilchen
Atwoodsche Fallmaschine

ah
]

Z

my

N

N N

3

Abbildung 1.14: Atwoodsche Fallmaschine

17



1 Lagrange-Mechanik

Z, = Z, (dhnlich wie bei der Hantel, aber andere Richtung).
Die virtuelle Verriickung (dry, ore) = (dz, —0z) koppelt beide Teilchen!
oW = —Z1 . (51‘1 — Zz . (51‘2 = —Z1(5r1 + 51‘2) =0

52—5

Mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit vereinfacht sich unsere Umformulierung der
Newtonschen Bewegungsgleichungen, die Zwangskréfte fallen explizit raus:

@@

2

K, )or: = 0 (1.15)

=1

Diese Gleichung ist als D’Alembertsches Prinzip bekannt. Die Zwangskrafte kon-
nen eliminiert werden, die Zwangsbedingungen sind aber durch die virtuelle Ver-
riickung noch représentiert. Nachdem die Zwangskréfte rausgefallen sind, haben
wir noch Terme fiir Tragheitskrafte und direkte Krafte. Im folgenden werden wir
jeden Term fiir sich geschickt umformulieren.

Um verwertbare Bewegungsgleichungen zu erhalten, wechseln wir jetzt zu gene-
ralisierten Koordinaten. Wir verlangen also, dass es Transformationsformeln gibt
der Art

:rz(q177q87t) :rl<q7t) (116)

Die partiellen Ableitungen miissen mindestens bis zur zweiten Ordnung stetig sein.
Wir bilden das totale Differential der Transformationsformeln:

S 6ri . 8ri

Pi= ) oG o = (e e Qe G s Gos ) = (O 1.17
':laqjq; 5 (q1y s @5y Gy oy Gs T) (9,4,1) (1.17)

Daraus ergeben sich drei wichtige Formeln:

Z (5qj virtuelle Verriickung (1.18)
« Dq;
of _ ar‘ (1.19)
8qj 8qj

S

d Or; 9?r; 0%r; Or; 3ri or;
aon_ : _ : - 1.20
dt g ; 9a0q, " " Btog, [Z FYRAT } 04; (1.20)

18



1 Lagrange-Mechanik

Umschreiben von 2:

S N

ZK oy = ZZKar‘ =YK (1.21)
J

i=1 j=1 =1 i=1
=Q;

Die (); werden generalisierte Kraftkomponenten genannt.

Konservative Systeme:

Ki = —VV(I'l, ceey ]f'n)

Or; oV (q)
=0, = — V., V- = — 1.22
Umschreiben von 1:
N S or
Zmlr1 (5r1—ZZerZ 5 15]
i=1 j=1 J
_iim i(f.ari)_f.iﬁ Sa.
- - - ! dt ! 8qj ! dt 8qj QJ
i=1 j=1 R , . ,
57 o (1.23)

S
d o0 1 0 1
=S Y m{ G G - a5 o
_y{dor_om,
B dtdq;  Og; @

wobei die kinetische Energie 7' = ZZ 1 2 m;r?

Kombination von 1 und 2
s

doT OT

Bl R 1.24
;{[dwq'j ARCILL (124

Ist die allgemeine Formulierung des D’Alembertschen Prinzips.

Physikalisch besonders relevant ist der Fall von konservativen Systemen mit holo-
nomen Zwangsbedingungen.

19



1 Lagrange-Mechanik

Holonom keine Einschrankung der Art F'(q,t) =0
= 0g; sind unabhéngig, Summe iiber j entfallt
Konservativ:

IV (q) 3V(Q) 0 = ii(T—V)—i(T—V) =0 (1.25)
0g; " 0g 4800y — 0 ——

Y

Qj=—

Hier haben wir jetzt das zentrale Konzept der Lagrangeschen Mechanik eingefiihrt,
die Lagrange-Funktion:

L=1L(q,q,t) =T(q,q,t) = V(q,t)

Damit folgt das zentrale Ergebnis der Lagrangeschen Mechanik, die Lagrange
Gleichungen der zweiter Art:

—a— — 57— =0 1<j<S

Diese Differentialgleichungen fiir die generalisierten Koordinaten ersetzen in der
Lagrangeschen Mechanik die Newtonschen Bewegungsgleichungen der Klassischen
Mechanik.

Ohne Zwangsbedingungen vereinfachen sich die Lagrange-Gleichungen zu den New-
tonschen Bewegungsgleichungen: S = 3N

m7 i R+ D) — V(xg, ..., 2, t) (1.26)

||Mz

Wir bilden die Lagrange-Gleichung fiir die erste Koordinate des ersten Teilchens,
x1 (alle anderen Koordinaten sind gleichwertig):

LdOL 0LV
dt 8x1 N o 8.731 N (%1

= M = F:cl

Das ist genau das zweite Gesetz von Newton.
Anmerkungen

= F, (1.27)

1. Die Lagrange-Funktion L = T —V = L(q1, ..., qs, 1, ..., §s) enthalt alle In-
formationen in einer einzigen Funktionen, die sowohl skalar, als auch viel
abstrakter und deshalb auch viel erweiterbarer ist als die Methoden der Klas-
sischen Mechanik

20



1 Lagrange-Mechanik

2. Die Lagrange-Methode 2.Art ist extrem praktisch, da sie in vielen Féllen ver-
wendet werden kann und eine Art "Rezept"bietet, um physikalische Systeme
zu losen

3. Im Gegensatz zur Lagrange-Methode 1.Art miissen wir nur S gewohliche
DGLs 2.0rdnung l6sen, weshalb wir (wie in der KM) 25 Anfangsbedingungen
bendtigen.

1.3 Anwendungen der Lagrange-Gleichungen

Fiir konservative Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen bietet die Lagrange-
Mechanik ein Rezept:

1) Zwangsbedingungen formulieren (f, = 0); S Freiheitsgrade abzéhlen

2) S generalisierte Koordinaten q entsprechend wihlen; Transformationsformeln
formulieren: r; = r;(q,t)

3) Lagrange-Funktion L =T —V = L(q, q,t) berechnen
4) S Lagrange-Gleichungen berechnen:

d oL OL
——— - — =0= 5 gek Ite ODE
7 oq o, = S gekoppelte S

5) Differentialgleichungen l6sen, 2S5 Anfangsbedingungen; wenn moglich Erhal-
tungsgréfen ausniitzen

6) Auf urspriingliche Koordinaten zuriicktransformieren; Diskussion der Losung

Wahl der generalisierten Koordinaten

Bei der Wahl der {g; }1<i<s gibt es eine grofse Freiheit, weil die Form der Lagrange-
Gleichungen invariant unter Punkttransformationen ist.

Wir treffen eine beliebige andere Wahl q = [q, ..., ¢s| fiir die generalisierten Koor-
dinaten. Dann gibt es eine eindeutige Beziehung:

4% = 4@, qs,t) = (q, t) = ¢ = G(q, 1)

S
g .  0q - )
= 71 — —|— —= 72- , ’t
q 2 T i(a, 4,1
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Wir setzen die neuen Koordinaten in die Lagrange-Funktion ein:

L(q,q,t) = Lla(a,t),q(q, . t))]

Behauptung: Dann gilt

d oL 0L

A )
dtdg,  0q
Beweis:
s .
dg; .1 | Jg 9q; _ 0y
=Y g+ 2L T
J [lzl aq, QZ] * ot oq, oq,
OL <~ L g OL
- _ =74 ——Z 7 (9
oq, Z dq; Oy Z dq; 0q, @)
(21) (2:2)
Z OL 945 ES: OL 9y
56]1 “ 04; 04, = 94; 9a

d L _ d 0Ly 9y, >, 0L 04,
Az - + - 3
(3.1) (3.2)

Zusammensetzen von (2) und (3): Dabe: fihren (3.1) und (2.1) auf die Lagrange-
Gleichungen mit denen wir gestartet sind.

Q0L oL S~/ d L OIN o S o080 OL 0d
q; qj 4;
Az T Aa- A T A + a5 a5 ) =0V
dtdq,  0q Z (dt 0q; 0g; ), g, Z\( 0q; 0q, 04, 8ql>
=0 =0

Also gelten die Lagrange-Gleichungen unabhéngig von den gewéhlten generalisier-
ten Koordinaten.

Beispiele

Ebenes Fadenpendel S = 3 — 2 = 1 Freiheitsgrade

¢1 = q = p(t)Auslenkungswinkel aus den Polarkoordinaten
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x=Isinp, y=lcosp, z2=0

1 1 1
T = 5m(:1:2 + 97 = 5m12(¢2 cos® p + ¢? sin® ) = §ml2 2 = T(¢)

V = —mgy = —mgcosp =V (p)

1
= |L=T-V = §ml2gb2+mglcosg0

= 0= —— — — =ml*¢ +mglsinp
q

= |¢p+5p=0 (1.28)

Die Herleitung ist also deutlich einfacher als in der KM.

Atwoodsche Fallmaschine

ah
]

Abbildung 1.15: Atwoodsche Fallmaschine

Auf den ersten Blick sieht dieses Beispiel so aus, als konnte man es nicht mit
der Lagrange-Methode 2.Art 16sen, da die Zwangskrifte entlang der Bewe-
gungsrichtung zeigen(nach unten/oben). Dieser Schluss ist allerdings fehler-
haft, da die Zwangskréfte im Konfigurationsraum orthogonal zur erlaubten
Bewegung sein miissen, nicht aber im physikalischen Raum. In diesem Fall
ist die erlaubt Untermannigfaltigkeit 2; die Gerade die durch x; — x5 gegeben
ist, die Zwangskréfte zeigen in Richtung x; + x5, sind also orthogonal zu €2;.
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(x14+22)—1=0=>S=6—-5=1=qg=u14

Transformationsformeln: x; =g¢q

To=1—gq
kinetische Energie
1, 1 5 1 o
T = —my&} + =mat; = —(my + ma)q (1.29)
2 2 2
potentielle Energie
V = —migz1 — magry = —(my — ma)gq — magl (1.30)
1 9
=L=T-V ==(my +m2)§" + (m1 —ma)gq + magl (1.31)

2

Bewegungs-(Lagrange-)Gleichungen:

d oL OL .
H0  Ba " (my +mya)§ — (my —ma)g =0 (1.32)
- _ ™My — Mo

my + Mo

Die Situation ist also dhnlich wie beim freier Fall, die Beschleunigung ist
namlich konstant. Allerdings ist die Erdbeschleunigung g hier durch eine di-
mensionslose Kombination der Massen reduziert, d.h. die Fallmaschine kann
benutzt werden, um Fallprozesse genauer zu vermessen. Fiir m; = my folgt
wie erwartet ¢ = 0. Die Zwangskraft Z kann nachtréglich berechnet werden:

. 7
mlfC,l mg + Newton
Moy = Mog + £
Subtrahieren:
= ML — Maly = (m1 + mg)q (133)
Addieren:
= M1 + MaoZy = (m1 — mQ)q (135)
(1 — ms)?
=~ = 27 1.36
e ! (M1 +ma)g + (1.36)
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1 _ 2 2
_ = L —ma)? — (ma 4 my) g= | -2zl 37
2 (m1 +m2) my + Mo

Das negative Vorzeichen spiegelt wieder, dass die Zwangskraft der Gewichts-
kraft entgegen wirkt. Die Massen gehen hier als reduzierte Masse p ein. Die
Zwangskraft ist also konstant, sie hangt nicht vom Bewegungszustand ab.

Perle auf rotierendem Draht

Abbildung 1.16: Eine Perle gleitet auf einem Draht, der in der x-y-Ebene mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit rotiert

zwei holonome Zwangsbedingungen: skleronom z = 0, rheonom % = tan wt.
Deshalb gilt S=3—-2=1 =gq=r.

Transformationsformeln:

T = qcoswt
Y = gsinwt
z=0

kinetische Energie:

m m
T=—(*+79%) = 5[(q coswt — qwsinwt)? + (¢sinwt 4 qw cos wt)?]

2
(1.38)
_ %(QZ +w?) V=0 =L=T (1.39)
doL oL ,
S i - 1.40
aitoq  og NG gl (1.40)

——
Tragheitskraft  Zentrifugalkraft
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= 4= w2q wie abgleitende Kette

Allgemeine Losung: ¢ = Ae*t + Be !

1
q(0) =79, ¢(0)=0=A=B= 570 (1.41)

= |q(t) = rocoshwt (1.42)

Virtuelle Arbeit 6W = 0
Schwingende Hantel

Abbildung 1.17: Der Aufhdngepunkt des Pendels kann sich reibungsfrei auf der
Horizontalen bewegen.

my gleitet reibungsfrei und moy schwingt.
4 holonom-skleronome Zwangsbedingungen:
21 = k9 = 0 Yy = 0
($1—$2)2+y§—l220 = 5=2
I =q y1=21=20=0

Transformationsformeln: )
To=q +1lsingy 1y =1cosq

kinetische Energie:

1 . 1 ) .
T = §m1x% + §m2($§ + 92)
1 . 1 . . ..
= émlﬁ + §m2[(Q1 + lgo cos g2) + (—lg2 sin g2)?]
1 . 1 . ) ..
= §m1Q% + §m2[Q% + 1265 + 21G1 G cos gs] (1.43)
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potentielle Energie:

V = —mgagl cos qo (1.44)

1 o 1 . ..
=L=T-V = 5(m1+m2)qf+Emg(l2q§+2lq1q2 COS @) +magl cos gz (1.45)

L héngt nicht von ¢; ab! Solche Koordinaten heifen zyklisch. Jede zyklische
Variable fiihrt zu einem Erhaltungssatz und erleichtert die Losung der Be-
wegungsgleichungen. Hier entspricht ¢; der Verschiebung in x-Richtung, dies
ist eine weiche Mode des Systems.

Lagrange-Gleichung 0 = g—qu = %g—qﬁ
oL . :
= const = e (mq 4+ ma)g1 + mal cos(qz)da = ¢ (1.46)
41
. meal .
= =c— —2=
h=c- c0s(g2) 2
l
= q =ct — _ et singe + a (1.47)
mi + Mo

Der Einfachheit halber wahlen wir Anfangsbedingungen, die a = ¢ = 0
entsprechen:

0)=0
a1(0) ] 2(0)= 0
. mo .
)= ——"— 0)= w
(J1< ) m1+m2w0 ¢2(0) 0
m2l .
=21 =q = ————8Iny
my + Mo
. mal .
Ty =q +1lsingg = ————sinp
my + Mma

Yo =lcosqs = lcosp

Die Ausniitzung der Erhaltungsgrofe fiihrt also auf eine Parametrisierung
der Bahnkurven durch ¢:

Masse 1 (x1): Der Aufhidngepunkt oszilliert gegenldufig zum Pendel. Wenn
my von aufen getrieben wird, dann dampft das daran héngende Pendel
die Bewegung dieser Masse. Deshalb ist dieses System die Grundlage ei-
ner Schwingungstilgung, wie sie z.B. im 508 m hohen Hochhaus Taipei 101
verwendet wird, um durch Wind oder Erdbeben angeregte Schwingungen
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auszudédmpfen. Dabei handelt es sich um ein Pendel von 42 m Lénge mit
einer 660 Tonnen schweren (vergoldeten) Stahlkugel.

Masse 2 (x3,ys): Die schwingende Masse beschreibt eine Ellipsenbahn.

Ta) _ —mﬁlfw sin
Y2 [ cos ¢
Im Limes m; — o0 : 27 =0,

Yo cos ¢

Eine vollstédndige Losung muss eine Trajektorie q(¢) ergeben. Dafiir miissen
wir zu den Lagrange-Gleichungen zuriickgehen:

(31;2) =1 (sm (’0) Kreisbahn = mathematisches Pendel

oL ) .
Fr my(I® Gy + 1 cos ga1) (1.48)
q2
oL .. )
B = —mal(G1Go + g) sin qo (1.49)
q2
N d 0L 0L 26+ mol . i
= ——— — — =m Mol cos Mo gl sin
dt 9ds O 207 g2 2 g2 1 24 q2
Néaherung kleiner Winkel: lgy + ¢1 + gg2 = 0
AuRerdem:
m2l i m2l ..
TR - =——
! mq —|—m2¢ a my +77”LQQQ
mil . "
—1q2 +92~0 =|G+ w2q2 =0 (1.50)
mq + mo

In der Naherung kleiner Winkel erhalten wir also einen harmonischen Oszil-
lator mit Kreisfrequenz w =  /4mtm2 — /T fiir m; — oo (mathematisches
Pendel).

Zykloidenpendel (Huygens 1673)

Im Gegensatz zum Fadenpendel bewegt sich der Massenpunkt nicht auf einer
Kreisbahn, sondern auf einer Zykloide. Wie beim Fadenpendel gibt es nur
einen Freiheitsgrad, S = 1, ¢ = ¢. Wir wihlen das Koordinatensystem so,
dass die Gewichtskraft zu einer Schwingung um ¢ = 0 fiihrt.
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Abbildung 1.18: Ein Rad rollt an der Decke ab. Die Gewichtskraft sorgt dafiir, dass
es eine Schwingung gibt um den Nullwert des gewéhlten Winkels.

x Ry + Rsinp
rip)=[y| =| R+ Rcosgp
z 0

&= Rp(1 + cosp)
y=—Rpsinp
kinetische Energie
m
2

potentielle Energie

T =22 + ) = %R2(2¢2 + 242 cos )

V =—mgy = —mgR(1 + cos )

= L=T-V =mR(1 + cosq)(R¢* + g) (1.51)

oL
% 2mR*(1 + cosq)q (1.52)

L
ditg_q =2mR*[(1 +cosq)j— sing ¢° (1.53)

2cos2 2 2sin 4 cos 4

oL
— =-mR sing (R¢+ 1.54
9 g (R¢"+g) (1.54)

2sin € cos £

2 2
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,_ 4oL oL
dt 0¢g  0Oq
= QmRQ[ZéjCOSQg — 2¢” sin g Ccos g] + 2mRsin % cos g(R(f +9)
#O:\Qéjcosg—q'Qsingqu%sing:O
& . q g .4
= 4ﬁ(81n§) —i-}—%smg
. q .. g
— 1= f(t 1)+ -—-f() =
sind s = £ = £+ L - F() =0

Harmonischer Oszillator mit Frequenz w = \/%. Wie beim Fadenpendel
ist also die Frequenz unabhédngig von der Masse und der Amplitude. Im
Gegensatz zum Fadenpendel ist die lineare Losung exakt fiir alle Winkel,
d.h. sie gilt nicht nur in der Ndherung kleiner Winkel. In der Praxis ist das
Zykloidenpendel allerdings schwer zu realisieren, weil Reibung typischerweise

zu starker Dampfung fiihrt.

Die vollstandige Losung lautet:
o(t) = 2arcsin[Ae™" + Be ™" (1.55)
wobei A,B aus den Anfangsbedingungen gewonnen wird.

Bewegungsgleichungen in krummlinigen Koordinaten

Wir betrachten ein freies Teilchen (V' = 0) ohne Zwangsbedingungen (S =
3). Als generalisierte Koordinaten wahlen wir einen Satz von krummlinigen
Koordinaten (z.B. Zylinder- oder Kugelkoordinaten). Es gibt also zwar keine
Zwangsbedingungen, aber Transformationsformeln:

z; = 7i(q1, 92, 3) 1<i<3

Zylinderkoordinaten:

P COoS
r= | psing | ,q=(p,»,2)
z

Kugelkoordinaten:
rsin ¥ cos ¢

r= | rsindsing | ,q=(r,7,¢)
7 cos v
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gjk(Q)

Das differentielle Wegelement ds bestimmt die Lénge zwischen zwei Punkten
im Raum, also die Metrik des Raums. g;,(q) ist der metrische Tensor und
beschreibt die Massverhéltnisse in dem gewéahlten Koordinatensystem. Ach-
tung: der metrische Tensor ist nicht die Jacobi-Matrix, vergleiche Kapitel
1.6 im Skript PTP1.

Wir beschrianken uns auf orthogonale Koordinaten, dann ist der metrische
Tensor diagonal:

hy 0 0
9ik(Q) = djrh;i(q) = 0 hy 0
0 0 hs
1 0 0 1 0 0
Zylinderkoordinaten: { 0 p? 0 Kugelkoordinaten: | 0 72 0
0 0 1 0 0 r%sin®v

Lagrange- Funktion:

m ) dx, '
L=T=5> i=1% T ik =Vgldge (150)
- (p* 4 p*p® + 732) Zylinderkoordinaten
- B+ 202 + 12 sin*0¢?)  Kugelkoordinaten
Die Bewegungsgleichungen folgen dann einfach aus den Lagrange-Gleichungen,
also aus %gTL]—a—q]—O (1<j5<3).

Beispiel: Beschleunigung in Radialrichtung in Kugelkoordinaten, keine &ufse-
ren Krifte, nur Tragheit, also a, = 0 (Masse kiirzt sich raus)

i —r? — rsin? 9% = 0 (1.57)

Dieses Ergebnis wurde in PTP1 im Kapitel 1.7 explizit mit Vektorrechnung
hergeleitet. Hier folgt es relativ einfach aus skalaren Rechnungen.
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1.4 Variationsrechnung

Unser zentrales Ergebnis bisher waren die Lagrange-Gleichungen, die einen klaren
physikalischen Ursprung haben, nédmlich das geschickte Umschreiben der New-
tonschen Bewegungsgleichungen. Wenn man diese Gleichungen allerdings einem
Mathematiker / einer Mathematikerin zeigt, wird er / sie diese ohne physikalische
Vorkenntnis trotzdem kennen, und zwar als Grundgleichung der Variationsrech-
nung.

Erinnerung: In der reellen Analysis werden die Extrema einer Funktion durch
eine verschwindende Ableitung, f'(z) = 0, charakterisiert.

Problemstellung: Bei uns geht es nicht um optimale Punkte, sondern um op-
timale Funktionen, also um die Frage, welche Funktion (Trajektorie) die Bewe-
gungsgleichung 16st. Wenn es dafiir ein Extremumsprinzip gibt, was genau wird
dann optimiert?

Antwort: Optimale Funktionen machen ein Funktional stationdr. Funktionale
sind Funktionen, die Funktionen Skalare zuordnen und Thema der Funktionalana-
lysis. Ein einfaches Beispiel fiir ein Funktional wire das Langenfunktional L[y],
welches einem Weg y(z) seine Lénge Lly] = [ dS zuordnet.

Funktional = Abbildung F : R® 5 y(z) — Fly] € R

Achtung: im Gegensatz zu den runden Klammern fiir Funktionen werden fiir Funk-
tionale eckige Klammern verwendet.

Beispiele fiir Variationsprobleme

Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten in der Ebene? Mi-
nimiert wird die Bogenlénge:

P> P> T2 2 To
Llyl = / ds = / Vdr? + dy? = / \1+ (Z—Z) dz = / V1+y?(z)de
P1 P1 Tl 1
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Abbildung 1.19: Verschiedene Wege verbinden die zwei Punkte. Welcher davon ist
die kiirzeste Verbindung?

Dieses Beispiel ist typisch fiir die Physik: das Funktional ist typischerweise
ein Integral tiber eine Funktion F' von y(z). Das Integral wandelt die Funkti-
on F in einen skalaren Wert um, der dann nach der Funktion y(z) minimiert
werden kann. Die Randwerte werden dabei typischerweise festgehalten.

Minimalflichen: Welche Fliache hat fiir einen gegebenen Rahmen den kleins-
ten Flacheninhalt?

_

oder B oder
Ve N
N

Abbildung 1.20: Mogliche Kandidaten fiir die kleinste Flache zwischen Kreisen als
Rahmen: Zylinder, zwei Ebenen, Katenoid. Die optimale Lésung
héngt von Abstand und Radius der Kreise ab, aber das Katenoid
ist immer besser als der Zylinder.

Rotationsflachen:
A= /27rde = /27Tx\/1 +y?dx
—_————

F(yy'x)
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Anwendungen: Seifenfilme auf Drahtschlaufen; Leichtbauwerke: z.B. Olym-
piadach Miinchen; Bionik / Biomimetik (z.B. Spinnennetze)

Brachistochronen-Problem

Auf welchem Weg y(z) gelangt ein reibungslos gleitender Massenpunkt im
Schwerefeld am schnellsten von 1 zu 27

o

Abbildung 1.21: Brachistochrone: kiirzeste Gleitzeit im Schwerefeld zwischen zwei
Punkten

brachistos kiirzeste; chronos Zeit (Johann Bernoulli 1696)

Die Minimierungsgréfe ist also die Zeit Ty = [dt = [ 22

Eine solche Gleitschiene ist im Landesmuseum Mannheim ausgestellt.
Kettenlinie - welche Form y(z) nimmt ein Seil der Lange L an, das im

Schwerefeld zwischen zwei gegebenen Punkten aufgehéngt wird? Im Gegen-

satz zu den Bespielen 1) - 3) gibt es jetzt neben der Minimierungsgrofe Vy|
eine Nebenbedingung, ndmlich die konstante Seillange L.

Isoperimetrisches Problem: welche Kurve der Lange L umfasst den grofs-
ten Flécheninhalt A?
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oder

Abbildung 1.22: Welche Kurve erzeugt den grofiten Flacheninhalt? Vergleich Qua-
drat - Kreis.

Quadrat: A = D? = (%)2 _ L

16
S 2 _ . (L\2 _ L?
Kreis: A = nR* = n(52)° = -

Da 7w < 4, ist der Kreis besser. Ist er aber auch optimal?

In drei Dimensionen: welche Fldche mit Flacheninhalt A erzeugt das grofste
Volumen?

Abbildung 1.23: Welche Flache erzeugt das grofite Volumen? Vergleich Kugel -
Wiirfel.

Njw

Quader: V = D3 = (4)5 = 0,074
T T 3 3

Kugel: V =4 R3 = 47 (A4)2 = 0,142

Die Kugel ist also besser. Ist sie aber auch optimal?

In beiden Fillen gibt es wieder eine Nebenbedingung (konstanter Umfang
bzw. Fléche).
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Geodatische Linien - Kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten auf
einer Flache?

Abbildung 1.24: Die Geodite ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
auf der gegebenen Fléche, z.B. bei einer Wanderung im Gebirge

Nebenbedingung: implizit definierte Flache durch ¢(x,y,2) =0

Diese Nebenbedingung ist komplexer als in den Bespielen 4) und 5), da sie
an jedem Punkt gilt.

Anwendung: Wanderung im Gebirge

Zweidimensionale Taylor-Entwicklung

Weiter unten benétigen wir die Taylor-Entwicklung in zwei Dimensionen. In einer
Dimension lautet die Taylor-Reihe fiir eine Funktion f(z):

Of (o) 10%f(xo)
ox Ar+ 2 Ox2

f(z) = f(zo + Az) = f(z0) + Ax? + ...

wobei wir kleine Abweichungen Az um den Punkt zy betrachten und deshalb nur
Terme bis zur zweiten Ordnung angegeben haben. Fiir ein Extremum muss der
lineare Term verschwinden, d.h. die erste Ableitung muss gleich Null sein. Ob es
ein Minimum, Maximum oder Sattel ist, muss man mit Hilfe der zweiten Ableitung
entscheiden.

Fiir eine zweidimensionale Funktion f(x,y) kann ebenfalls eine Taylor-Reihe her-
geleitet werden (Gegenstand der Analysis 2). Da es jetzt partielle Ableitungen in
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x und y gibt, sind darin mehr Terme enthalten, aber die grundlegende Struktur
ist ganz dhnlich wie in einer Dimension. Bis in zweite Ordnung findet man:

f(z,y) = f(zo+ Az, y0 + Ay)

B O0f(xo,y0) Of(xo,y0) 1 82f(350, Yo) A o
10°f(xzo,90) o . 0°f(20,90)
———— A —— 7 AzA
+ 2 Oy? v Oyox TAY+

Fiir ein Extremum miissen jetzt zwei lineare Terme gleichzeitig verschwinden:

Af (o, yo) _ Af (o, yo) _
or Oy 0 (1.58)

Die Entscheidung iiber Minimum, Maximum oder Sattel liegt wieder an den Ter-
men zweiter Ordnung. Allerdings taucht hier eine neue Art von Sattel auf, der
nicht das Verschwinden der zweiten Ableitung erfordert: wenn die Fliache f(z,y)
am Extremum in die beiden Koordinatenrichtungen gegensatzlich gekriimmt ist,
dann liegt ein Sattel in der Art eines Pferdesattels vor. Mathematisch bedeutet
das, dass es in zwei Dimensionen mehr als eine Art von Kriilmmung gibt (mittlere
und Gausssche Kriimmung).

Variation ohne Nebenbedingung

Wir versuchen, folgende Frage zu beantworten: welche Funktion y(z) minimiert
das Funktional

= [ Y deF (o), o/ (1), 2) (1.59)

1

wobei die Randpunkte y(z1) = y; und y(z3) = y» festgehalten werden
Bemerkung  wir betrachten vorerst keine Nebenbedingungen, das entspricht
den Beispielen 1) - 3), aber nicht 4) - 6). Wir betrachten nur F' = F(y,y’, z), nicht
z.B. F = F(y,y,y",z) . Die Randwerte y(z;) und y(z3) werden nicht variiert.
Diese Einschrankungen konnen spéter aufgehoben werden, bei uns sind sie durch
die Lagrange-Mechanik motiviert.

Fiir die stationdre Losung y(z) muss jede Abweichung dy(z) zu einem groferen
Wert J[y + dy] fithren. Um die Variation der Funktion auf eine Variation einer
reellen Zahl zuriickfithren zu kénnen, die wir aus der Analysis schon kennen, ver-
wenden wir dy(x) = en(z), mit ¢ < 1,n(z1) = n(z2) = 0 wobei die einzige Be-
dingung die wir an unsere "Testfunktion"n(x) stellen Differenzierbarkeit ist. Das
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Funktional J[y + en] ist jetzt also eine Funktion von e und wir kénnen nach dem
Minimum suchen. Wir verlangen also:

dJy + en|

=0
de

e=0

Jly+en) = / dxF(y+en,y +en,x)

1

T2 aF /
= [ dotr 0 + D g

-/ N dm{%—znm n 2—5 ()

2 oF d oF oF i
= [ sy~ @+ @] =0

dJy + en)
de

e=0

xr1

Wir haben hier zuerst eine zwei-dimensionale Taylor-Reihe bis zur ersten (linea-
ren) Ordnung verwendet und dann die Tatsache, dass fiir ein Extremum beide
linearen Terme verschwinden miissen. Dann haben wir eine partielle Integration
verwendet. Der letzte Term mit der Stammfunktion verschwindet wegen der fest-
gehaltenen Endpunkte, also wegen n(x1) = n(zy) = 0. Da n(z) beliebig ist, muss
die geschweifte Klammer verschwinden:

e (1.60)

Diese Grundgleichung der Variationsrechnung heiftt Euler-Lagrange-Gleichung. Aus-
geschrieben:
2 2 2

8F+8Fy’+aFy”—a—F:0 (1.61)

oxdy'  Oyoy' oy’? dy
Die Euler-Lagrange-Gleichung ist also eine gewohnliche Differentialgleichung 2.
Ordnung fiir die gesuchte Funktion y(x). Sie ist eine notwendige Bedingung fiir ein
Extremum (Minimum oder Maximum). Zu jedem Funktional gehort eine Euler-
Lagrange-Gleichung. Umgekehrt kann man fiir viele Differentialgleichungen ein
zugehoriges Funktional finden.
Kurzfassung der Herleitung:

0=10J = Jly+ dy] — J[y]

T2 oF OF T2 oF d OF
— [ aed Ty Tyl = [ @l &L
/xl x{ay y+8y y} /:1:1 x{ Oy d$8y’}y
— ———

38



1 Lagrange-Mechanik

Anwendung auf Lagrange-Mechanik: Wirkungsfunktional

Die grundlegende Variable ist jetzt die Zeit ¢, also x — t. Die zu optimierende
Funktion ist eine generalisierte Koordinate ¢, also y(x) — q(t).
Die Losung ¢(t) der Lagrange-Gleichung macht das Wirkungsfunktional extremal:

t2
S[q]:/ dtL(q(t),q(t),t)| Wirkungsfunktional (1.62)

t1

Abbildung 1.25: Hamiltonsches Prinzip: die tatsédchliche Bewegung optimiert die
Wirkung

Hamiltonsches Prinzip: Bei festem ¢; und ¢, und festem ¢(¢1) = g, und ¢(t2) =
q. erfolgt die Bewegung so, dass S[q] extremal ist. Das Hamiltonsche Prinzip léasst
sich leicht auf nicht-mechanische Systeme erweitern und ist ein Ausgangspunkt fiir
statistische Mechanik und Quantenmechanik.

Zusammenfassend haben wir in der Lagrange-Mechanik also schon zwei mogliche
Umformulierungen der Newtonschen Bewegungsgleichungen kennengelernt:

to
0S =9 / dtL(q,q,t)| Wirkungsfunktional: Integralprinzip

t1

ddL 9L

—— — — =0| Lagrange-Gleichungen: differentielles Prinzip
dt ¢  0Oq

Alternative Herleitung

Man kann sich auch anhand der folgenden nicht rigorosen Herleitung veranschau-
lichen, wie aus der Minimierung des Wirkungsfunktionals die Euler-Lagrange-
Gleichungen folgen.
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Im folgenden betrachten wir den eindimensionalen Fall, wobei wir die Lagrange-
Funktion diskretisieren.

S = /Ldt = L.At L= L(x(t),i(t))

es herrscht also keine explizite Zeitabhéngigkeit. Wenn wir nun auch z(¢) diskre-

o s : TntTnt1 Tnt+1—Tn
tisieren, erhalten wir x(t) — =524 @(t) — ==

—~ §— ZLdt _ ZL(J:“ _’_an-ﬁ-l7 xn-&-lA; xn)At

Nun variieren wir die einzelnen Funktionswerte, z.B. xg. Die davon betroffenen
Terme der Wirkung nennen wir Sg

Tg + X9 Tg— Iy X+ X7 Ty — Xy

S5 = L2 BB A LB BT A
Variation von % nach xg:
10L 10L 1.0L 1 OL Atso, 1 1.0L dOL
sor| Tror U a|  Taiee . 9o @as

Beispiele Variation ohne Nebenbedingungen

Kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten in der Ebene

=\

Abbildung 1.26: Die Geodéite in der Ebene ist eine Gerade.

40



1 Lagrange-Mechanik

z2
Bahnlénge L = /ds = / dr /14 y"?(z)
z1 D S
F(yy'x)
Euler-Lagrange-Gleichung fiir F(y,y',x) =

1_|_y/2
OF _ OF _ 3%

dy 0y 142
ia—F:a—F:O:y—/:const.jy'zconst.:a
dt oy’ 0Oy V31+y?

= Die kiirzeste Verbindung ist eine Gerade

Minimale Rotationsflache

Abbildung 1.27: Welche Form hat eine Rotationsfliche mit minimalem Fléchenin-
halt ?

Welche hat minimalen Inhalt? Seifenfilm! Rotationssymmetrie — 1D-Problem

Differentieller Ring: dA = 2nxds = 2nx\/dx? + dy? = 2nxdxr/1 + y?

= A= / dx2m x+/1 + y?
21 N———

F(y,y'x)

(1.63)
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Euler-Lagrange-Gleichung fir F(y,y,z) = zy/1 + y’?

OF OF Loy

— =0, — =——— =const =a
dy 9y J1+y?
a
:>y'2932:a2(1+y'2) :>y/: : :
2 —a

=y = acosh_l(z) +0b
a

y—b>

=z = acosh (
a

(1.64)

Fiir zwei Ringe oben und unten ergibt das genau das Katenoid. Die mathe-
matische Funktion dahinter ist also der Kosinus Hyperbolicus.

Brachistochrone: Auf welchem Weg gelangt ein gleitender Massenpunkt
im Schwerefeld am schnellsten von (z1,0) zu (z2,y2)?
Geschwindigkeit v aus Energieerhaltung:

m m
51)2 —mgy = Ev% —mgy; =0 (1.65)

Anfangsbedingungen: v; =0 y; =0 = v = /29y
Gleitzeit:

to (z2,92) g T2 1 2 1 x2 1 2
T:/ dt:/ —3:/ dr V-tV dp V2TYT
t1 (CELO) v x1 V ng V 2g 1 \/g

F(y,y'x)

(1.66)
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Euler-Lagrange-Gleichung fiir F:

oF T

dy o ayh

or Y d OF

07 = T a0y
PF , O°F

- 8y8y’y + aylzy

_ y/{ _yl } + y//{ 1 . yIQ }
2y% /14y yiV/1+y2  yr(14y2)3

oF V14 y? :
Sk iyl N TR Lty

:>(1 + 2yy//)(1 + y/2) — ny/lel
:>1 + 2yy12y// + y + ny// — 2yy/2y//r
=y A+y") +yyy") =0

4 (y(1+y’2))

=y(1 + %) = a = const (1.67)

a_
=y? = yy:>

(1.68)

Substitution: y = asin® ¢
dy = 2asinp cos e dp

:>93—$1+/ —:L'1+2a dgpsmgocosgo Sy
- 0 COS ¢

= —|—2a2 — sin p cos p)
1
=z +a(p — §sin2g0)

y = asin®p = —(1 — cos 2¢p)

N
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1 Lagrange-Mechanik

UV=2p+m a=2R, x =R~

v — 1
:>x:2R< 5 7T—§S1H<\I/—7T)>+R7T

=z = RV + Rsin V|
y=R(1—cos(V —7)) =|y=R(1l+cosV¥)

Das sind genau die Formeln fiir eine Zykloide ! Anfangsbedingungen: y =
0= ¢p=0= V¥ = 7. Wir starten also genau mit der Spitze der Zykloide,
im ersten Moment fallt das Teilchen also vertikal und nimmt dabei viel Ge-
schwindigkeit auf. Dann gleitet es nach rechts, da es ja den rechten Punkt
erreichen muss.

Verallgemeinerungen der Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir diskutieren jetzt verschiedene wichtige Verallgemeinerungen der Euler-Lagrange-
Gleichung, die im allgemeinen Fall auch miteinander kombiniert werden kénnen.

(1) Mehrere Funktionen: bisher hatten wir nur eine Funktion, also nur einen
Freiheitsgrad, S = 1. Jetzt betrachten wir S Funktionen y; (), ..., ys(z).

= F = F(Y1, ooy Ys, Y1y ooes Yoo T)

Achtung: Integral nach wie vor iiber x !

J(e1, .. e5) = J[y1 + €11, ..., Ys + €sns| stationdr bei ey = ... =5 =0
0J(eq, ...
- 9J(e1, s E5) -0 1<i<5S
851' =0
_ dOF _OF _
dz 9y; Oy B

Das ist eine Euler-Lagrange-Gleichung fiir jede Komponente, also insgesamt
ein System von S ODEs, 25 Anfangsbedingungen nétig zur Losung. Das ist
genau die allgemeine Situation in der analytischen Mechanik ! Wir bekommen
also wieder das gleiche System von Bewegungsgleichungen wie zuvor.

(2) Mehrere Argumente: sei y = y(z1, ..., Tx)

dy dy
‘][y] /dxl /de <y7 81'1’ 781’]\[’xl7 axN)
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Variation:

dy =en(xy,..xny) = J(e) = Jy + dy]

0J(¢e)
Os

i d OF OF

dr; 9( L) 9y

=0

€0

= Funktion J(g) mit

i=1
In diesem Fall gibt es also nur eine Gleichung, aber jetzt handelt es sich
nicht mehr um eine ODE (gewdhnliche Differentialgleichung), sondern um
eine PDE (partielle Differentialgleichung). Eine wichtige Anwendung sind
Funktionale fiir Flachen, die ja zwei interne Koordinaten haben. Das be-
kannteste Beispiel sind die Minimalflichen ohne Rotationssymmetrie, dann
hat man ein wirklich zwei-dimensionales Problem.

(3) Hohere Ableitungen: z.B. das Funktional J[y] = f;f deF(y,y',y", x), also die
Hinzunahme von zweiten Ableitungen (Kriimmungen).

Die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung sieht folgendermafien aus:
OF doF d* OF

0= — ———

. oy  dx oy +@ oy"

~
ODE 2. Ordnung

N J/

ODE 4. Ordnung

(1.69)

Beispiel: PTP 1, Kapitel 1.4, Kriimmungsenergie von Polymeren. Allgemein
tauchen solche Probleme mit hoheren Ableitungen typischerweise in der Elas-
tizitatstheorie auf.

Variation mit Nebenbedingungen
Die obigen Beispiele - waren Variationen mit Nebenbedingungen. Wie geht

man in diesem Fall vor?
Beispiel 4: Kettenlinie, also Seil im Schwerefeld zwischen zwei Authédngepunkten.
Minimiert wird die potentielle Energie

P2 xr2
Jlyl = / pds gy = gp/ dz y\/1+y” (1.70)
Py S~~~ z1 N e’
Massenelement F(yy'x)

Nebenbedingung: Seilléinge L vorgegeben

L=Kl[y| = /QC2 dx /14 y? (1.71)

o
G(y,y' )
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Wie minimiert man J[y] mit Nebenbedingung K[y] = const ? Dafiir betrachten
wir erst den reellen Fall.

Minimierung mit Nebenbedingung fiir reele Funktionen

Abbildung 1.28: Eine parabolische Funktion hat ihr Minimum im Ursprung.

Wie findet man das Minimum von f(z,y) unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0
?
Losung durch Elimination: Auflésen der Nebenbedingung g(x,y) = 0 ergibt
eine Funktion y,(z). Einsetzen in f(z,y) ergibt eine ein-dimensionale Zielfunktion
h(z) = f(x,yy(z)). Minimierung:
af OF

= 0="n(x) = p + a—yy;(:c) = T = Ym = Yg(Tm) (1.72)
Beispiel: f(z,y) = 2 + y?, Minimum bei (0,0). Nebenbedingung: g(x,y) = y —
ltz=y(r)=1—az=>hz)=2*+(1—-2)?=>N(2)=4dz—-2=2,=1/2=
Ym = 1/2.
Problem: g(z,y) lasst sich typischerweise nicht nach y,(z) auflosen!
Losung: Einfihrung eines Lagrange-Parameters A
Wir betrachten f(z,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y) und minimieren nach allen drei
Variablen:

_Of _of |0y
0= = T
_of_of 9
oy Oy dy
_of _
0=ax=9
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Wir denken uns y,(z) als bekannt und ersetzen g(x,y) durch die dquivalente Ne-
benbedingung g(z,y) = y — y,(x). Dies entspricht einer Linearisierung der Neben-
bedingung, &ndert aber nichts an ihren Nullstellen (nur die sind relevant). Dann
gilt:

_ of _ oF
0=% =884

= o:gg:%—A%@)} of OF ,
— ol

Zusammen mit der dritten Gleichung g = 0 erhalten wir also genau die gleichen
Ergebnisse wie bei Elimination. Die Minimierung mit Lagrange-Parameter ist also
aquivalent zur Minimierung durch Elimination. Dabei kommt zwar ein neuer Pa-
rameter \ ins Spiel, der wird aber am Schluss durch g = 0 bestimmt. Der Vorteil
besteht darin, dass wir nicht explizit auflésen miissen. Achtung: ¢ = 0 wird erst
am Ende verwendet, um A zu bestimmen, sonst wiirde man von Anfang an nur
Null addieren.

Anwendung auf das einfache Beispiel

f=f+dg=22+12+ Ay —1+2)

of _
=L =2z 4+ X A

A eliminieren durch Nebenbedingung: 0 = g(z,y) = - A—1=> = -1 =z, =
1
Ym = 3

Minimierung mit Nebenbedingung fiir Funktionale

Bei der iiblichen Variation dy(x) = en(x) wird in der Regel die Nebenbedingung
verletzt. Deshalb verwenden wir jetzt die Variation 0y(z) = eym(x) + ane(z). Zu-
sammen konnen diese 2 Variationen die Nebenbedingung erfiillen. Das Zielfunktio-
nal J[y + e1my + eamz] = J(e1,€2) entspricht einer Fléche tiber der (1, e2)-Ebene.
Die Nebenbedingung Ky + €111 + €am2] = L = const = K (€1, e5) entspricht einer
Kurve in der (g1, e5)-Ebene. Damit haben wir genau die Situation der Minimie-
rung mit Nebenbedingung fiir eine reelle zwei-dimensionale Funktion. Wir 16sen
das Problem mit der Methode der Lagrange-Parameter.

= Minimiere J(g1,e2) + MK (e1,62) — L)
0(J + \K)
:> -,
881
€1 und g5 haben symmetrische Funktionen und fiihren deshalb auf die gleiche
Euler-Lagrange-Gleichung;:
d OF OF —
——— — — =0mit F=F+ )G
dz oy Oy o *

=0 fir i=1,2

e1=e2=0
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Das ergibt eine Losung y(z, A), dann kann A festgelegt werden durch die Neben-
bedingung.

Anwendung auf Kettenlinie

F=F4+)G=yy14+y?+\/1+y? (1.75)
=y +NV1+y?=F(y,y) (1.76)

Diese Funktion hidngt von x nur implizit ab. Daraus folgt eine Erhaltungsgrofe.

9F _,_dF _oF o,
or dr Oy Yy’
4 oF , d dF. , OF , dF
oy = w'e)V Ty T w
oF
dy
d — OF
Z(F -2 =
:>dx< 8y’) 0
=const=a
= OF (y+ Ny"”
a=F——y =Uy+MV1+y? - ==
o7 (y+A) Y N
1+y/2_y/2 y+)\
=Y+ N(———) = ———
( )( /1+y/2 /1+y/2
Y+ N)?
S UL2

Einfache Uberlegung: A und a kénnen rausskaliert werden, die Grundstruktur der
Gleichung lautet also y? = y? — 1. Das wird durch cosh(x) gelost:

Yy = COSh(]}) = y/ = Sll’lh(l’) = COSh2($) — 1 =4 /yQ -1

48



1 Lagrange-Mechanik

p2

Abbildung 1.29: Die Kettenlinie hat die Form eines Kosinus Hyperbolicus.

Vollstédndige Losung:

= |y(z) = acosh(g +b)— A (1.77)

Die Parameter a, b und A miissen aus Neben- und Randbedingungen bestimmt wer-
den. Die Form der Kettenlinie ist ein Kosinus Hyperbolicus. Die gleiche Funktion
hatten wir schon bei der minimalen Rotationsfliche gefunden. Ihr exponentiel-
ler Charakter fiihrt zu einer starken Kriimmung nach innen bzw. unten: bei der
Minimalflache soll moglichst viel Flache innen an der Drehachse liegen, bei der
Kettenlinie moglichst viel Léange unten im Gravitationspotential.

Wir 16sen das Problem jetzt fiir konkrete Aufhdngepunkte (—1,0), (1,0). Die Spie-
gelsymmetrie um x = 0 fiihrt zu b = 0. A folgt aus der Forderung an den Aufhén-
gepunkte:

1 1
xr=1=X=acosh— = y(z) = a[coshE — cosh —]
a a a

Jetzt ist noch a offen, das die Lénge der Kette bestimmt.
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Abbildung 1.30: Die Kettenlinie bei Variation des Parameters a.

Berechnung der Lange:

1 1
L= / dey/1+y"? = / dx cosh(g)
—1 1

1
1

E = 2asinh — = a = a(L)
a

)

Diese Beziehung 16st man am einfachsten graphisch. Fiir jedes gegebene L gibt
es zwei Losungen +ag. Die positive Losung entspricht dem gesuchten Seil, das
nach unten héngt. Die negative Losung entspricht einem Seil, das seine poten-
tielle Energie maximiert. Diese Losungen haben wir nicht gesucht, aber sie hat
eine interessante Anwendung in der Architektur: da in diesem Problem die Ge-
wichtskrifte ausschliefslich durch Spannungen in der Linie kompensiert werden, ist
diese die optimale Form fiir einen Torbogen, der die Gewichtskraft des Materials
ausschliefslich in Kompressionskrafte im Bogen umsetzt (also zum Beispiel keine
Scher- oder Biegekrifte erzeugt, die das Material stirker belasten wiirden).

= asinh(
a

-1

Abbildung 1.31: Graphische Losung der Beziehung L(a).
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Beispiel 5: Das isoperimetrische Problem ist vom gleichen Typ wie Beispiel 4.
Beispiel 6: Geoditische Linien
Wir betrachten eine Kurve in drei Dimensionen parametrisiert durch die Zeit t:

r= | y(t) (1.78)

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten entspricht in dieser Parametrisie-
rung der Minimierung des Funktionals

F(x7/y7z7j;7y'7z'7t)

ty —PN———
Jz,y, 2] = / dt /22 + y? + 22 (1.79)

t1

Dies ist die Verallgemeinerung von J = [ dxy/1+ y? in der Ebene bei Parame-

trisierung durch x. Da wir jetzt drei Funktionen haben, ergeben sich drei Euler-

Lagrange-Gleichungen.

Wir suchen die kiirzeste Verbindung unter der Nebenbedingung, dass die Kurve auf

einer gegebenen Fliche verlduft. Diese Fliche wird definiert durch g(z,y, z) = 0.

Beispiel Hohenfunktion: z — h(z,y) = 0. Diese Nebenbedingung gilt an jeder Stelle
————

9(z,y,2)
t und ist damit eine viel stérkere Einschrankung als bisher, wo wir es nur mit

Integralbedingungen zu tun hatten.
Losung: ein Lagrange-Parameter \; fiir jedes t.
= Lagrange-Funktion \(t)
= neues Zielfunktional F' = F + A(t)g(z,y, 2)
= Euler-Lagrange-Gleichung fiir x(¢) (analog fiir (y(t), z(¢))

Euler-Lagrange-Gleichung fiir x(t):

d oF OF 0
70r  or /\(t)c’)_x9<x’y’z) =0

F=+/i? 49>+ 22 =v Geschwindigkeit
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Parametrisierung durch die Bogenldnge: s = s(t)

Lds_ d_ d
at - Uat Vs

. dx dx , dz  ddx d*x y
T=—=0—=0T, —— = —— =U0—F =UT
dt ds “dtv  dtds ds?
A(t) Og
=2 = —~-—= 1.80
v v(t) Oz (1.80)
Beispiel: Kugel
g(,y,2) =a* +y* +2° = R* =0
At
=1"=2 M) T
u(t)
—~—
=:u(t)
Zweimaliges Differenzieren von g:
0 — x/? +y/2 _|_ Z/2+ xaj// +yyl/ _'_ ZZI/
\—f_-/ \ - J
dac2+dy§+dz2 -1 Euler-Lagrange-Gleichung einsetzen
ds
dg , dg 9y >
=0=1+ — - —)=142uR
u(wax +y8y +Zaz) + 2u
=> U= 2__R2 = const
x
= 2" + o 0 (1.81)

Wir haben also den harmonischen Oszillator gefunden. Die geometrische Neben-
bedingung fiihrt bei der Rechnung in kartesischen Koordinaten also zu linearen
Kriften.

Insgesamt haben wir ein System von drei ODEs. Hier sind die Gleichungen fiir z,
y und z entkoppelt. Die Losung ist also

S

x(t) = Asin(%) + Bcos(R

) (1.82)

und analog fiir y und z. Wir legen die Kugel so, dass z =0
T Rsin %
=r=[y]| =|Rcos

0 0
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Das ist genau die Gleichung fiir einen Kreis. = Die Geodatischen auf der Kugel
sind die Grofikreise.

Dieses Beispiel zeigt die enge Kopplung von Geometrie und Kréften in der Physik.
Hier fithrte die Geometrie zu bestimmten Kréften; umgekehrt kann man Kréfte
auch als geometrische Bedingungen umformulieren (z.B. in der Allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie).

1.5 Hamiltonsches Prinzip

Wir haben oben schon gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen auch als die Euler-
Lagrange-Gleichungen der Variationsrechnung fiir das Wirkungsfunktional betrach-
tet werden kénnen. Daraus folgt das Hamiltonsche Prinzip (oder Prinzip der kleins-
ten Wirkung): die Bewegung q(t) erfolgt so, dass S(q) = fttf dtL(q,q,t) stationdr
ist =05 =0.

Herleitung aus dem D’Alembertschen Prinzip

Wir beginnen wieder mit einer Projektion auf die virtuelle Verriickung dr, also auf
eine Variation ohne explizite Zeitabhéngigkeit:

N

N
= > (Ki — mii)ori + Y Zidri =0

i=1 =1

=0W=0
3007)
Ki=-ViV(ry,...,ry)
f2 al d m;
t1 i=1 T T T
to to
:0:/ dté(T—V):(S/ dtL = 6
ty T’ 2

Das dr der virtuellen Verriickung entspricht also am Ende dem 65 der Variations-
rechnung.
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Mechanik a la Landau-Lifschitz

Fiir das Aufstellen von Bewegungsgleichungen verwendet man in der Regel die
Lagrange-Gleichungen. Das Hamiltonsche Prinzip dagegen ist der iibliche Aus-
gangspunkt fiir allgemeine Betrachtungen (Symmetrie-Uberlegungen, Aufstellen
neuer Theorien). Manche Lehrbiicher wie der Landau-Lifschitz stellen das Hamil-
tonsche Prinzip sogar als Axiom an den Anfang der Mechanik. Das wollen wir hier
kurz skizzieren.

Wir nehmen an, dass eine Funktion L existiert, so dass S = fttf dtL bei der Bewe-
gung minimiert wird. Wie sieht L fiir ein freies Teilchen aus?

1) Mechanische Bewegung ist durch Anfangsposition und Geschwindigkeit be-
stimmt = L = L(q,q,1)

2) Die Zeit ist homogen = L darf nicht explizit von t abhéngen
3) Der Raum ist homogen = L darf nicht explizit von q abhédngen

4) Der Raum ist isotrop = L darf nicht von der Richtung von q abhédngen

Einfachste Moglichkeit L = C'g*. Die Konstante C' wird gleich C' = % gesetzt
= L = %('12 = T. Mehrteilchensysteme: Erweiterung um eine skalare Funkti-
on, L = L — U, so dass U die instante Wechselwirkung zwischen den Teilchen
widerspiegelt und deshalb nur von den Koordinaten anhédngen darf. Die Funktio-
nalvariation fiihrt dann auf mq = —VU. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen
folgen also aus ganz allgemeinen Symmetrieiiberlegungen und bilden somit nicht
die Grundlage der Mechanik, sondern eine Folgerung. Kréfte werden nicht iiber
die Alltagserfahrung definiert, sondern als Ableitungen von Potentialen.

(Eich) Transformationen und Symmetrien

Wie schon bei der Einfiithrung der Lagrangefunktion angemerkt wurde gibt es eine
vielzahl an Transformationen, unter denen die Physik invariant bleibt. Ein Beispiel
fiir eine solche Transformation wéren die Punkttransformationen (q¢i,...,qs) —
(@1, .-,qs), L = L(q(q,t), ...), unter denen die Lagrangefunktion invariant ist, wie
wir bereits gezeigt hatten.

Da das Prinzip der stationdren Wirkung tiber die Nullstellen einer Funktionala-
bleitung gegeben ist kann somit auch eine beliebige Konstante und ein beliebiger
Vorfaktor an die Lagrangefunktion gehéngt werden, L. — AL + c. Die niitzlichs-
te Transformationsgruppe unter der Bewegungsgleichungen unverédndert bleiben
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bilden die sogenannten FEichtransformationen:

. v/ ) d
——
=:Ly
Beweis:
to
5 = / dtL’ (1.84)
t1
to
h konstant, verschw‘iqudet bei Variation
= §S* =4S (1.86)

Die Herleitung auf der Ebene der Bewegungsgleichungen ist deutlich komplizierter:

dOL; d 0 (0f <=0f.
77 2 = )L L 1.
dt 0q,  didq, { ot + ; 97 (1.87)
dof Pf < f . 0
dtdq;  0tdq = Dqdq, " g, (1.88)
d oL, 0L,
—_—— — — T 1-
5o~ 90 =" (1.89)

Der Beitrag von L; hebt sich in den Bewegungsgleichungen heraus.

Beispiele

Galilei-Transformation

r —-r+v v =const.

L:%fz—)L*:L+mV-f‘+%V2
—————

% (mv-r+2v2t)

Die Galilei-Transformation entspricht also einer Eichtransformation und &n-
dert deshalb die Bewegungsgleichungen nicht.

Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lorentz-Kraft: F = ¢(E+v x B) = Die Lagrange-Gleichungen fiir konserva-
tive Systeme gelten nicht wegen der Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit.
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Wir gehen zuriick zum Fall holonomer Zwangsbedingungen ohne die Annah-
me konservativer Kréfte:

N

dor or 0
%8_% — 3_61] = z; KZa—;] = (); verallgemeinerter Kraftkomponente

Elektromagnetische Potentiale aus den Maxwell-Gleichungen:
a) ¢(r,t) skalares Potential
b) A(r,t) Vektorpotential
0A

Verallgemeinertes Potential: U = q(p — v - A)

Verallgemeinerte Lagrange-Funktion: |L =T — U = %I"Q +q(t-A)—qp

Verallgemeinerte Kraftkomponente: Q; = %g—g — (%J_
J J

Entspricht ); der Lorentz-Kraft? Beweis fiir x-Komponente

doUu oU d dp 0

0= 550 - = G- L]
1.92)
Lorentz-Kraft: F, = q(E, + (v x B),) (1.93)
— q{ — a—i - 3;% + (v x (V x A))x} (1.94)

. 0A, 0A, . 0A, 0A,
.04, +28Ay N 0A,  0A,  0A, 04,
~ Yoz oz " ox iB or Y Jy : 0z
2 (v-A) iy 0
(1.96)
dp 0 dA,

in:q{—%—i—%( A)— dt }:Qm (197)
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1 Lagrange-Mechanik

Die oben gemachten Definitionen fiihren also tatséchlich iiber die Lagrange-Gleichungen
zu den richtigen Bewegungsgleichungen. Damit ist gezeigt, wie der Lagrange-
Formalismus auch auf den nicht-mechanischen und nicht-konservativen Fall des
Elektromagnetismus iibertragen werden kann.

Wie sehen in diesem Fall mégliche Eichtransformationen aus? Wir betrachten

A— A+Vy
Ix
¢—d— Dt
mit einer beliebigen Funktion y = x(r, ). Dann gilt
0 d
L—>L*:L+q(i‘-Vx+8—>§):L+qd—§ (1.98)

Physikalisch ergibt dies Sinn, da nur E- und B-Felder beobachtet werden koénnen,
nicht aber die Potentiale. Eine schnelle Rechnung zeigt, dass diese Potentialeichung
die Felder tatsdchlich unveréandert léasst:

B=VXA=VXxA+VxVy=VxA=B V

ox,_ 9 g, 90 GO OV o 99
1) G PtV = —Vem gtV m s = V-5 =B

In praktischen Anwendungen kann die geschickte Wahl von Eichtransformationen
zur analytischen Losung des Problems fiihren.

E=—-V(

1.6 Symmetrien und Erhaltungssatze

Die Lagrange-Gleichungen fiir holonome und konservative Systeme
Bl (1.99)

fiithren fiir eine zyklische Variable direkt auf einen Erhaltungssatz:

oL

9 0 = const = o, P; (1.100)
Die Erhaltungsgrofse p; heit der generalisierte Impuls. Sie folgt aus einer Symme-
trie, namlich der Invarianz unter einer generalisierten Verschiebung. Generell gilt:
aus jeder Symmetrie folgt eine Erhaltungsgrofe.

Wir betrachten im folgenden drei fundamentale Symmetrien, die fiir die meisten
physikalischen Systeme gelten (falls nicht, kann dies in der Regel korrigiert werden,
indem das System grofser gewéhlt wird).
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1 Lagrange-Mechanik

Homogenitat der Zeit

Physikalische Systeme sind in der Regel invariant unter Zeittranslation. In der
Mechanik dufsert sich das darin, dass eine Trajektorie q(¢) nur von q(f4) abhéngt,
aber nicht von t4. In der Lagrange-Funktion dufsert sich das darin, dass es keine
explizite Zeitabhangigkeit gibt:

oL dL. <, 0L oL d < 0
0= = = = g4 =) = — = .
ot dt ;( g a0 " @ ; ag; ¥
4 8L =pj
dtaqj
d S
= 0= (;qu'j — 1) (1.101)
=H

Es folgt also die Erhaltung der Hamilton-Funktion H = H(q,q,t) = H(q,p,t).

Skleronome Zwangsbedingungen: r; = r;(q), % =0

S

or; .
— =Y g, (1.102)

= 94

N S N
m; 1 or; Or;
2 L szmaqjaql%% ( )

In diesem Fall gibt es also nur quadratische Terme in ¢; = T ist eine homogene
Funktion vom Grad 2 in den generalisierten Geschwindigkeiten:

T(aq) = o*T(q)
T O~ IT
7j=1

S S S
a=1 aT . konserv. Syst. aL . .
ST =) 20,0 =7 ?quE Pig;
j=1 q] j=1 \q’]_/ j=1

:pj
S
= H=> pg—L=2T—(T-V)=T+V=E (1.104)

j=1

Fiir konservative Systeme mit skleronomen Zwangsbedingungen ist die Hamilton-
Funktion H genau die Gesamtenergie EE = Die Homogenitdt der Zeit bedingt
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Energieerhaltung. Fiir rheonome Systeme ist zwar die Hamilton-Funktion erhal-
ten, aber nicht die Gesamtenergie. In diesem Fall leisten die Zwangskrafte richtige
Arbeit und dndern so den Energiegehalt des Systems.

Die Hamilton-Funktion H ist in der Physik genauso wichtig wie die Lagrange-
Funktion L. Tatséchlich sind die beiden zueinander dquivalent. Mathematisch ist
H nédmlich die Legendre-Transformierte von —L. Die Legendre-Transformation ist
die Umschreibung einer Funktion nach ihrer Ableitung, also hier der Lagrange-
Funktion nach ihrer Ableitung nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten, was
die verallgemeinerten Impulse sind. Die Legendre-Funktion kommt auch in der
Thermodynamik vor bei Wechsel zwischen verschiedenen Ensembles und ist fiir die
Physik eine dhnliche wichtige Transformation wie die von Fourier oder Laplace.

Beispiel Perle auf rotierendem Draht

Abbildung 1.32: Perle auf rotierendem Draht

Rheonome Zwangsbedingungen: £ = tan(wt), ¢=r

m oL
L=T=E=2(:%+ 9t

2(61 + wq”) T
Hzpq—LszF—3(q2+w2q2)=5(q2—q2w2)%E

Exakte Losung fir ¢(0) = ry,¢(0) =0
q(t) = ro cosh(wt) wichst exponentiell in der Zeit an

m
E = mw?¢* — 5r§w2 wachst ebenfalls exponentiell in der Zeit an

H = %7’3&12(3inh2 (wt) — cosh®(wt)) = —grng = const<— Erhaltungsgrofe!
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1 Lagrange-Mechanik

Homogenitdt des Raumes

Da Potentiale immer nur vom relativen Abstand von Objekten abhéngen, also
V = V(ry—ry), sind physikalische Systeme invariant unter Verschiebung im Raum.
Wir betrachten diese Verschiebung als zyklische Variable durch geeignete Wahl des
Koordinatensystems = ¢; beschreibe die Verschiebung um Ag; _n

~—~—

Betrag Richtung

— =0 = = const.
9q; P g
Konservatives System: g—; =0
J
N
oL 0T Z . or;
’ dq;  04; i d4;

= n-P = const

Der Gesamtimpuls P projiziert auf die Verschiebungsrichtung n ist erhalten. Im
allgemeinen ist n beliebig = P erhalten. = Aus der Homogenitdt des Raumes
folgt Impulserhaltung.

Isotropie des Raumes

Physikalische Systeme sind invariant unter Drehungen im Raum. Wahl einer Va-
riablen ¢; derart, dass Ag; einer Drehung entspricht, mit Winkel Ay = Ag; um
eine Drehachse n.

Abbildung 1.33: Bei einer Drehung ist nur der Teil des Ortsvektors relevant, der
senkrecht auf die Drehachse steht.
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1 Lagrange-Mechanik

|AI‘1| = A(p |I'Z| Sinﬁi Ari 1 r;, AI‘Z‘ 1ln
= Ar; = Ag;(n x 1;)

Das selbe Ergebnis folgt aus der Betrachtung iiber Drehmatrizen, hier exemplarisch
fiir Drehungen um die z-Achse

x cosp —sinp 0 x " 1 —dp 0 x
g| =|sing cosp 0 y| 7= de 10 y| =r+ (& xr)dyp
z 0 0 1 z 0 0 1 z

= Ar; = Ag;(n X 1;)

q; ist zyklisch: g—; =0
J

J 8(]] aq] pa it 8q]

or;
W;.Z(nxri)

——
P

= Zmlr (nxr;)=n- Z(ri X (mit;))

~
L=Gesamtdrehimpuls

wobei wir im Spatprodukt die Vektoren zyklisch vertauscht haben. Im allgemeinen
ist n beliebig = L = const.
= Aus der Isotropie des Raumes folgt die Gesamtdrehimpulserhaltung.

Noether-Theorem

Das Theorem lautet: Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie in der Lagrange-Funktion
L gibt es eine Erhaltungsgroffe. Dieser Zusammenhang ist fiir die Physik von fun-
damentaler Bedeutung. In der Teilchenphysik zum Beispiel werden durch Streu-
ung gefundene Erhaltungsgréfen wie der Isospin in entsprechend symmetrisierte
Theorien umgesetzt (dafiir benotigt man aus der Mathematik die Gruppentheorie).
Dieses Theorem wurde 1918 von Emmy Noether aufgestellt, die spéter die erste
Physikprofessorin in Deutschland wurde. Sie musste im dritten Reich emigrieren
und wurde dann Professorin in den USA. Heute ist das Nachwuchsgruppenleiter-
programm der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) zu ihren Ehren benannt.
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1 Lagrange-Mechanik

Beweis:

Sei q = q(t, @) eine Schar von Raumkurven mit der Referenzlosung q(t,0) = q(t).
Es gelte Invarianz der Lagrange-Funktion unter Variation in «, d.h.

L(q(t, a),q(t, o), t) = L(q(t), 4(t), 1)

= 0= dL(q(t, o), a(t, @), t)
da o
_y 0Ly, L0y
= dq; O 0q; O |,
_i(aL d((‘)L))Gq] Z@L@q]
S0y 4t 04 dal, T < J; D |,
- Erhaltungsgrafse .
Beispiele

Translation im Raum

Kartesische Koordinaten: q = (ry, ...,ry), S = 3N, Translation: r; — r;+an.

OL Or;
const = Z 55 Do =P-n (1.105)
J=1 <~ =0

Es folgt also wie erwartet Impulserhaltung in Richtung der Translationsin-
varianz.

Der Beweis fiir Drehungen erfolgt analog. Fiir Translation in der Zeit muss
der Beweis leicht modifiziert werden, da die Zeit keine raumliche Koordinate
ist. Die Erhaltung von Energie, Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls sind
die drei wichtigsten Erhaltungsgrofen, die aus dem Noether-Theorem folgen.

Drehungen im Raum

8ri
00[ a=0

=nxr; = const.:Zpi-(nxri):n-L
i=1

Zeittranslationsinvarianz

(1<t7 Oé) = Q(t + Oé)
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1 Lagrange-Mechanik

L ist zwar nicht invariant beziiglich dieser Darstellung, aber es gilt

oL d
da|,_q Cdt

Deshalb ist die Erhaltungsgrofse
s
oL
const. = Z —q¢ —L=H

= 94

die Hamiltonfunktion

1.7 Reibungskrafte

Bisher haben wir Systeme betrachtet, die holonom und konservativ sind. Im fol-
genden wollen wir jede dieser Bedingungen fiir sich aufheben. Wir beginnen mit
der Bedingung, dass das System konservativ ist. Als Beispiel verwenden wir den
praktisch wichtigen Fall von Reibungskraften.

Systeme mit Reibungskriften sind nicht konservativ, d.h. es gibt keine (verallge-
meinerte) Potentiale. Wir betrachten also holonome, aber nicht konservative Syste-
me und gehen zur Herleitung der Lagrange-Gleichungen aus dem d’Alembertschen
Prinzip zuriick. Dann gilt:

doT T <. or
GO T N KT g = QY 4+ QF 1.106
dt 8%‘ ﬁqj zz_; 8%‘ Q] gﬁ./ %./ ( )

konservativ ~ dissipativ

Wir unterscheiden also zwischen verallgemeinerten Kraftkomponenten, die aus ei-
nem Potential (V) und die aus Reibung (R) entstehen. Wir behandeln nur den
einfachsten Fall, ndmlich Stokessche Reibung, d.h. jedes Teilchen i erfahrt eine
Reibungskraft KF proportional zu seiner Geschwindigkeit, mit einem Reibungsko-
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1 Lagrange-Mechanik

effizienten ~;:

N N s s N
or; or; . Or; Or; Or;
:>QR: —il) = = —Yi g - =— Yig—
! ;( k >a% ;( 7)(; Iq l)&b ;; dq; Oq :
B
i1
s
= Qf” = — Zﬂjlql lineare Kraft (1.107)
=1
ddoL 0L 9 1
94, 9g, Q; 24, <21;1 Bindidn) ( )
N ~- _

wobei D die Rayleighsche Dissipationsfunktion ist. Damit haben wir eine modifi-
zierte Lagrange-Gleichung fiir Stokes-Reibung hergeleitet:

d OL 0L 8D_ (1.109)

Fiir Reibungskréfte braucht man also zwei skalare Funktionen L und D. Die Matrix

N
81‘1 81‘1
) = 8, 1.110
Z Ba Fa = P (1.110)

ist symmetrisch und damit gilt D > 0 (semi-definite quadratische Form).
Wir berechnen jetzt die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie:

dE  d(T+V) dV or . oT .
J J
5. aT d < or d oT
= (O o) ) (54 (1.112)
;a%’ dt “<= 94, ;dt G
——— %L
2T ~9q;
N——
=5-82

Die erste Umformung gilt fiir skleronome Zwangsbedingungen, dann ist T homogen

vom Grad 2.

dEl  dV aT d oL 0D
= o = + (9 (2T) — qsum(g—q] — 3_q]) j (1-113)
~——

2D
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1 Lagrange-Mechanik

Im letzten Term verwenden wir, dass D homogen ist vom Grad 2.

\%
iE v T -1). d
== ; g U +5(2T) +2D (1.114)
;7?
:2§+2D:> %:—QDgo (1.115)

Die Gesamtenergie sinkt also aufgrund der Reibung, und zwar bis das Gleichge-
wicht erreicht ist, also alle Teilchen zur Ruhe gekommen sind (ohne Geschwindig-
keiten gibt es auch keine Reibung mehr). Wenn die Reibung klein ist, kann das
allerdings sehr lange dauern. Ohne Reibung gilt D = 0 = % =0, es gilt Ener-
gieerhaltung wie oben schon gezeigt (immer unter der Voraussetzung skleronomer
Zwangsbedingungen).

1.8 Nicht-holonome Systeme und
Lagrange-Gleichungen erster Art

Wir haben fiir die Losung physikalischer Systeme bisher zwei Losungsstrategien
kennengelernt:

1. explizite Losung, Lagrange-Methode 1.Art

Dafiir werden die Zwangsbedingungen der Form f,(r,t) =0 1 < v <p
verwendet

2. Losung im Tangentialraum ();,, Lagrange-Methode 2.Art

Bei dieser Betrachtung fallen die Zwangskrafte raus, konnen aber ggf. im
Nachhinein tber Z; = mr; — F; berechnet werden. Fir diese Methode be-
nétigen wir nur noch S = 3N — p generalisierte Koordinaten ¢; 1 < ¢ <

S. Die Bewegungsgleichungen sind jetzt die Euler-Lagrange Gleichungen:
d oL _ OL
=0

dt 8(1]‘ aq]'
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Beispiel Atwoodsche Fallmaschine

21222:y1:y220 LE1+$2—ZIO S=6-5=1

1
Lagrange 2.Art: ¢ = x1, L = §(m1 +my)G* + (m1 — ma)gq
=2 (my —ma)j— (m1 —me)g=0= G= wg freier Fall
my + Mo

Lagrange 1.Art: mi1Z1 = mig + Z1, mals = mag + Zs

actio=reactio = Z; = Zy = Z. Subtraktion der beiden Gleichungen liefert das
selbe Ergebnis wie bei der Lagrange-Methode 2.Art.Durch Addition erhalten wir
die Zwangskraft 7 = —2- ™12 g

mi-+ma

Bisher haben wir hauptséchlich die Lagrange-Methode 2.Art diskutiert, was in
vielen Féllen, wie zum Beispiel bei der Fallmaschine auch der richtige Ansatz ist,
da wir dort holonome Zwangsbedingungen haben. Sobald ein System allerdings
nicht mehr holonom ist brauchen wir die Lagrange-Methode 1.Art. Auch damit
ist nicht garantiert, dass man eine Losung des Systems auf einfache Weise finden
kann, fiir manche Unterklassen an nicht-holonomen Problemen kann man jedoch
wieder eine allgemeine Losungsstrategie formulieren, so z.B. bei Problemen mit
differentiellen Zwangsbedingungen:

Wir gehen davon aus, dass das System ggf. schon auf S Freiheitsgrade ¢; reduziert
wurde, falls dafiir geeignete Zwangsbedingungen vorliegen. Dann betrachten wir
zuséitzlich differentielle Zwangsbedingungen, die in linearisierter Form vorliegen:

S
> aiydg; +bidt =0 1<i<p (1.116)

j=1

Diese S Freiheitsgrade sind also nicht unabhéngig voneinander, wir miissen al-
so eine Variation unter Nebenbedingungen durchfiihren. Fiir virtuelle Verriickung
(0t = 0) gilt:

S
Z CLijqu' =0
j=1

66
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Wir beriicksichtigen die differentiellen Zwangsbedingungen durch Einfiihrung von
p Lagrange-Parametern:

S

oL  d oL

oL _ a0y Niai; V6q; = 111
Zl{aqj dtaq'j-+2 ‘”} 4% =0 (1.117)

= 1=

Wie in der Variationsrechnung begriindet, wird jede Zwangsbedingung additiv mit
einem Lagrange-Parameter angefiigt. Wegen der Abhéngigkeit der Variablen ist die
Summe essentiell. Wir wahlen unsere generalisierten Koordinaten so dass:

¢mitl<j<S—p unabhéngig
g; mit S —p+1<j <5 abhingig

Die p Lagrange-Parameter werden jetzt so gewihlt, dass fiir die abhéngigen Varia-
blen die geschweiften Klammern verschwinden. Die unabhéngigen Variablen kon-
nen dann getrennt variiert werden = Summe unnétig = geschweiften Klammern
verschwinden in jedem Fall. Damit gilt:

L 0L
4oL _ O Ny = (1.118)

Das sind die Lagrange-Gleichungen der 1. Art. Die differentiellen Zwangsbedingun-
gen fithren zu verallgemeinerten Zwangskréften @);. Insgesamt handelt es sich um S
Gleichungen fiir S4p Variablen (S Koordinaten ¢; und p Lagrange-Multiplikatoren
Ai). Die p fehlenden Gleichungen sind die Zwangsbedingungen:

S
> aiig+b; =0 (1.119)

j=1

Beispiele

Atwoodsche Fallmaschine
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N
]

m-

Abbildung 1.34: Die Atwoodsche Fallmaschine kann auch mit der Lagrange Me-
thode der 1. Art behandelt werden.

Hierbei handelt es sich eigentlich um ein holonomes System, aber aus didak-
tischen Griinden 16sen wir es jetzt so, als ob die differentiellen Zwangsbedi-
nungen nicht alle aufintegriert werden konnen. Es gibt 5 holonome Zwangs-
bedingungen. Wir verwenden aber nur die ersten vier in diesem Sinne:

p=p=n=n=0=>5=2 q=2,0=1 (1.120)
Die 5. holonome Zwangsbedingung lautet:

1 +22—1=0 (1.121)
Wir verwenden sie in der differentiellen Form:

=dq1 +dga =0
=a11 = Q19 = 1, bl =0

Lagrange-Funktion:

1 ) )
L= §(m1qf + mad3) + g(migr + mago)

Lagrange-Gleichungen der 1. Art:

mlq'l e \ A lisi thI?Qthzé kraft=2 (1122)
Maols — Mag = )\ =generalisierte Kratt=/Zwangskrait=

Die dritte Gleichung kommt aus der differentiellen Zwangsbedingung:

G1+q2=0
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Damit haben wir 3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte.

Losung wie friiher:

Subtraktion:
miGy —ma Ga —(my —ma)g =0 (1.123)
~
—q1
.. my —mg
= = ———— 1.124
QI ml + m29 ( )
Addition:
miGi +ma G —(ma +ma)g =2\ (1.125)
~
—q1
— A= —ggmM2 (1.126)
mi + me

Die Zwangskraft zeigt der Koordinatenrichtung entgegen, also nach oben.

Rollender Zylinder auf der schiefen Ebene

Abbildung 1.35: Ein Zylinder wird durch die Gewichtskraft auf einer schiefen Ebe-
ne nach unten gezogen. Aufgrund der Reibung gleitet er nicht,
sondern rollt.

Die typische Anwendung nicht-holonomer Zwangsbedingungen sind Rollbewegun-
gen. Diese gibt es aber nur fiir ausgedehnte Zylinder, so dass wir zum ersten Mal
einem starren Korper begegnen (beim Zykloidenpendel war die Scheibe masselos
und trat deshalb nur als geometrische Randbedingung auf). Wir betrachten einen
Zylinder, der auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel ¢ nach unten rollt.
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S = 2 generalisierte Koordinaten: ¢ =z, ¢ = 7.

Differentielle Zwangsbedingungen: Rollen, nicht Gleiten = Rdv¢ = dx. Diese Zwangs-
bedingung ist eigentlich integrierbar (holonom), x = z¢ + RYJ, wir bleiben aber bei
der differentiellen Form: p =1, —dq; + Rdgs = 0 = a1 = —1, a2 = R, by = 0.
Fiir die Lagrange-Funktion benétigen wir jetzt die kinetische Energie eines Zylin-
ders, der gleichzeitig translatiert und rotiert. Wir betrachten zunéchst die raum-
feste Rotation.

—

Abbildung 1.36: Die kinetische Energie des Zylinders folgt aus der Summe iiber alle
Teilchen im Zylinder. Bei einer kontinuierlichen Massenverteilung
benétigen wir also ein Integral.

Betrachte ein beliebiges Teilchen im Zylinder. Diese bewegt sich in der Richtung
des Winkel-Einheitsvektors mit der Winkelgeschwindigkeit 9, die fiir alle Teilchen
gleich ist. Die Geschwindigkeit wird zusétzlich durch den Abstand r zur Drehachse
bestimmt:
1 . Y
Tzémi*Q, F=rdéy=wxr=9| x (1.127)

0
——

réy
wobei wir einen Vektor definiert haben, der die Rotation beschreibt:

0
w=10
Y
Die Richtung des Winkelgeschwindigkeitsvektor ist die Drehachse, und sein Betrag
ist gerade die Winkelgeschwindigkeit.
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Die gesamte kinetische Energie des starren Korpers ist die Summe iiber alle Teil-
chen. Fiir einen makroskopischen Korper gehen wir in den Kontinuumslimit iiber:

iy
Zg it}
=1

1
z/

— %19/daz:alydzp(r)(ﬂc2 + %)

N J/
-

=:J Tragheitsmoment

=3 drp(r)i? Volumenintegral (dzdydz = dV = d°r = dr)

2

dxdydzp(r) r

(#24+y?)

wobei die Winkelgeschwindigkeit ¢ aus dem Integral gezogen werden konnte, da
sie fiir alle Teilchen im Koérper gleich ist. Die Koordinaten x und y beziehen sich
auf die Ebene senkrecht zur Drehachse. Damit folgt unser ersten Teilergebnis fiir
den starren Korper:

1 .
T = 5Jz92 (1.128)

Das Tragheitsmoment J ist bei der Rotation also dquivalent zur Masse m bei der
Translation.

Beispiele

Zylinder mit homogener Massenverteilung

()—po:JthnderK /rrdr/ dgp/ dz

1 1
= po2nL [—7" } = (pomR’L) = R? MR2
4 |, ~~—2
M

Die Léange des Zylinders geht also nur in die Gesamtmasse M ein. Das Ska-
lierungsverhalten mit M und R muss aus Dimensionsgriinden so sein, aber
der numerische Vorfaktor muss berechnet werden.

Hohlzylinder (z.B. rollendes Fass)
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Die Wanddicke h wird als viel kleiner angenommen als der Radius R:

R+3h 27 L
J:po/ rd'r’/ d(b/ dzr?
R—1h 0 0

PER 02w LhR? = (py2mr RLA) R® = MR?
———

M

Das Tragheitsmoment ist um einen Faktor 2 grofer als beim homogenen
Zylinder, weil mehr Masse aufien sitzt, d.h. die kinetische Energie ist beim
gleichen Radius und bei der gleichen Gesamtmasse hoher.

Homogene Kugel
Hier bieten sich Kugelkoordinaten an:

R 2w s
J:po/ 7"2dr/ dgp/ d¥ sin ¥ r?sin? ¥
z=cos ¥
= 027r/ drr/d:nl—a:

IR - ’

3 — _3 ——M2
]1 (P03R)5R 5 R

Wl =

= POQW[5

w{

Wieder ist es der Vorfaktor, der im Detail berechnet werden muss. Hier ist
also die Masse effektiv ndher an der Drehachse als beim homogenen Zylinder
mit dem gleichen Radius.

Fiir die raumfeste Rotation haben wir also 7' = %Jﬁl? gefunden. Beim rol-
lenden Zylinder ist die Rotation aber korperfest, d.h. wir miissen auch die
Translation noch beriicksichtigen. Ein Teilchen im starren Korper hat eine
Geschwindigkeit, die sowohl Translation als auch Rotation beinhaltet:

V= Vpr + Vg
~—— =~

[vpl=&  wxF

mit Relativkoordinate r. Fiir die kinetische Energie folgt also:

T = %/dr‘p(r)v2

/)20 dr[i® 4+ 2vy - (w X 1) + (w x 1)
M .
= ?x'Q + %192 + povr - /dr(w X Tr)
-0
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Der gemischte Term verschwindet fiir den Zylinder aus Symmetriegriinden:
fiir jeden Punkt um Volumenintegral gibt es einen an der Drehachse gespie-
gelten, gegeniiberliegenden Punkt, der den gleichen Beitrag mit einem nega-
tiven Vorzeichen liefert. Damit gibt es genau zwei Beitrdage zur kinetischen
Energie:

M J .
~— =~

Translation Rotation

Potentielle Energie:

V=1[d =M R,
st~ 1

Schwerpunkt

= —Mgx sin ¢ + const

M J .
:>L:T—V:7:'U2—I—§192+Mg:csingp

Wir haben also eine Lagrange-Funktion gefunden mit S =2,z = ¢, = ¢».

Lagrange-Gleichungen 1. Art:

d oL 0L
——— — — = M¢§; — Mysi =Aa;; =—XA (1
dt 0¢,  Oq n gemy u (1)
d OL 0L
dt aq2 8(]2 J(]Q )\alg AR ( )

—q1 + Rga =0 (3)

3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte ¢, o, A

2 . . J .
%: 0:Mq1—Mgsm<p+E G2

%nach(2)

(1) +

Homogener Zylinder: J = %M R?

. 2 .
:>q1:§gsm<p

Wie erwartet haben wir eine konstante Beschleunigung wie beim freien Fall.
Zum Vergleich: gleitender Zylinder ohne Rotation:

M
L= Y8 Mgesing = [F=gong]
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Die Rollbedingung verkleinert also die effektive Beschleunigung um ein Drit-
tel. Wir vergleichen noch mit dem Hohlzylinder:

1
J=MR*=|j = 59sing (1.129)

Hier ist die Beschleunigung sogar um die Halfte reduziert.

Die gleichen Ergebnisse hiatten wir auch mit der Lagrange-Gleichung 2. Art
fiir eine holonome Rechnung fiir die Koordinate ¢; erhalten. Der Vorteil der
Lagrange-Gleichungen 1. Art ist jetzt, dass wir auch die Zwangskréfte erhal-

ten:
1MR?
(2) 1,77
—()+ L A== G —M § +Mgsi
L+ % Sl i My +Mgsing]
‘% %gsingp

1
= A= gMgsingp

1
Q1 = Aay; = —gMg singp Zwangskraft
1
Q2 = Aajp = gRM gsinp Zwangsdrehmoment

Die verallgemeinerten Zwangskraftkomponenten verschwinden also wenn g =
0 oder ¢ = 0, d.h. wenn keine treibende Kraft existiert. Bei einer Beschleuni-
gung stellen sie sicher, dass die Geschwindigkeiten z und J so synchronisiert
werden, dass die Rollbedingung gilt.

Rollendes Rad in der Ebene

Abbildung 1.37: Das rollende Rad in der Ebene hat S=4 verallgemeinerte Koordi-
naten.
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Dieses Beispiel wurde schon in der Einleitung erklart: S = 4,¢; = z,q2 =
Y,q3 = p,qs = ¥. In diesem Fall sind die p = 2 differentiellen Zwangsbedin-
gungen wirklich nicht-holonom da sich fiir die Differentiale

T =vcost = Rpcost

y =wvsind = Rpsind

kein Integral finden ldsst. Wir lesen ab:

1 0 —Rcosv 0 0
4= (0 1 —Rsinv o) bi = <o> (1.130)
Die Lagrange-Funktion hat nur kinetische Energie, da der Schwerpunkt des

Rads seine Hohe nicht andert:
M Jo - J

Es gibt also vier Lagrange-Gleichungen der 1. Art:

Jip = —=A1Rcos? — AgRsind) (3)
Jy) = 0 (4)
Insgesamt sind das 6 Gleichungen fiir 6 Unbekannte.
Gleichung (4) kann direkt integriert werden:
¥ = wt (1.131)

mit w = const. In den Gleichungen (1) und (2) verwenden wir die differenti-
ellen Zwangsbedingungen, nachdem wir sie einmal differenziert haben:

M = —MRwsinwt + M R coswt (1.132)
Ay = M Rw¢p coswt + M R sinwt (1.133)

Einsetzen in (3):

J1p =M R*w¢p sin wt cos wt — M R*( cos® wt
— MR*w¢ coswtsinwt — MR*@sin® wt = —MR*¢

= JI =—MR¢=3=0=¢=const =Q=|p=0
JLp=MREp=$=0=¢=cons

>0 <0
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Fiir x und y ergeben sich Losungen vom Typ ¢ + sinwt :
RO
T =10yt + ——sinwt, Yy =1yt — ——coswt
w w

Damit sind die Zwangsbedingungen vollstandig bestimmt:

@1 = —M RwS)sinwt
Q)2 = M RwS2 cos wt

Qs =04=0
Nur wenn das Rad um seine Hochachse rotiert, sind Zwangskrifte nétig,

diese synchronisieren dann die Beschleunigung in x und y so, dass die Roll-
bedingung erfiillt ist.

Holonom versus nicht-holonom

Die Lagrange-Methode 1. Art funktioniert fiir differentielle Zwangsbedingungen,
insbesondere fiir holonome Systeme mit f;(qi,...,qs,t) = 0 1 <7 < p. Dann
gilt

> of; o\, O
Of ;.4 O

=0
Fiir holonome Systeme gilt also
8aij . anz o @2]01 . aaik
gy 3%3%‘ 3%‘3% 36];‘
ob,  0f;  f,  day
8qk N 8qk(‘9t N 8t8qk N ot

(1.134)

(1.135)

Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Integrals.

Bei den obigen Beispielen ist dies fiir (I),2) erfiillt, aber nicht fiir 3): 1 =

Rsind # %“—;34 = (. Damit ist bewiesen, dass dieser Fall wirklich nicht-holonom ist.
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1.9 Starrer Korper

>

w

>

Im>

Abbildung 1.38: Im starren Korper sind die Entfernungen zwischen den einzelnen
Massenpunkten konstant. Deshalb kann man auch einfach ein kor-
perfestes Bezugssystem definieren.

Ein starrer Kérper kann Translationen und Rotationen durchfithren. Die Trans-
lation erfolgt wie bei einem Massenpunkt, da sie effektiv nur den Schwerpunkt
betrifft. Bei der Rotation dagegen treten neue und verbliiffende Effekte auf (Krei-
sel, Bumerang, Erdbewegung, etc). Die Kreiseltheorie ist eine der Hohepunkte der
Mechanik, da sie sehr komplizierte Bewegungsmuster auf die wenigen einfachen
Grundgesetze der Mechanik zuriickfithren kann. Aufserdem wird sie in der Quan-
tenmechanik wichtig, wenn es um die Eigenschaft des Spins geht. Hier verwen-
den wir die Lagrange-Mechanik, um den schweren Kreisel zu analysieren. Fiir die
Kreiselbewegung mit externen Drehmomenten dagegen wére die Newton-Mechanik
besser geeignet.

Jeder starre Korper hat genau 6 Freiheitsgrade, 3 fiir die Translation (z.B. die
Schwerpunktskoordinaten) und 3 fiir die Rotation (z.B. die Eulerwinkel, siehe spé-
ter). Alternativ kann man sich die Zahl der Freiheitsgrade auch anhand eines Drei-
ecks herleiten, welches im starren Korper liegt. Dieses Dreieck ist durch seine 3 x
3 Koordinaten festgelegt und hat 3 Nebenbedingungen, also 9-3=6 Freiheitsgrade.
Mann kann sich leicht iiberzeugen, dass die Orientierungen des Dreiecks und des
starren Korpers einander entsprechen.

Wir verwenden zwei Bezugssysteme:

~

1) raumfest: X, (€1, &, €3)

2) korperfest: X, (e, ey, €3)
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Ein Punkt i im starren Korper besitzt folgende Koordinaten:
3 A
Bi(1) = ) da(t)é, in X (1.136)
=1

ri(t) =) waet) in ¥ (1.137)

Schwerpunkt R bewegt sich mit

ro(t) = B:(t) = ro(t) + rit)
T‘rmon R\;‘:a/t-;n

= i) = o(t) + (w(t) xri(t))
—~—

wWw=wn

Damit folgt fiir die kinetische Energie:

N N N N
1 L, 1 L1 ) ,
T:§ E miti = 3 E mir0+§ E m;(w X r;)° + E mi(w X 1;) - Tg
i=1 i=1 i=1 i=1
-~ > ~~ > NS ~ >
Transl. Rotation Spatprodukt

MR- (fo Xw)Kopplung

Der Kopplungsterm kann durch geeignete Wahl des Ursprungs von > zum Ver-
schwinden gebracht werden:

1) Unterstiitzter Kreisel: Der Korper rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w
um einen raumfesten Punkt, der als Ursprung gewéhlt wird = ryp =19 =0

2) Bewegung ohne raumfesten Punkt: In diesem Fall wird der Schwerpunkt
als Ursprung gewahlt = R =0

Wir betrachten den Rotationsanteil zur kinetischen Energie:

TV
[(wi+wd+wd)(@f +ady+ads)
— (w1241 +wazio+wszz)?]

N N
1 1
Tp = 5 ;1 mi(w x r;)? = 3 ;1 m; \[w%? — (w - 1;)} (1.138)

da (a x b)? = a*h* — (a- b)% Durch Umgruppieren der verschiedenen Terme sieht
man, dass man diesen komplizierten Ausdruck schreiben kann als

3 N
1 1
Tr = él 51 ;1 M (O X7 — LitLim) Wiy = 54w (1.139)
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Das neu definierte Objekt heift Trigheitstensors J. Ausgeschrieben:

2 2
N Lo + Xis —X;i1X42 —Zi17;3
2 2
é = E m; —Tp%i1 T + Tig  —Ti2d3 (1140)
- 2 2
i=1 —Xi3T;1 —Zi3X;2 T —+ Xio

J = va ym;(r;L —r; @r;) (wobel r; ® 1y = (7375)1<; j<3 das sogenannte dyadische
Produkt ist) ist ein Tensor, dessen Eigenschaften unter Drehung garantieren, dass
die kinetische Energie Tp = 3 Zz =1 Wi W = wJ w invariant unter einer Dre-
hung des Koordinatensystems ist. J ist symmetrlsch (Jlm = Jy) und hat deshalb
sechs unabhéngige Koordinaten.

Beziehung zum Tragheitsmoment, das wir frither schon diskutiert hatten fiir den
rollenden Zylinder: w = wn

3
1
= Tr =3 ( Z Jlmnmm) w? (1.141)

Aus dem Tréagheitstensor kann also jedes Tragheitsmoment bzgl. einer Drehachse
n berechnet werden.
Trégheitstensor im Kontinuumslimit:

Jim = /drp(r) (1201 — 2121 (1.142)

Der Trégheitstensor J ist eine symmetrische reelle Matrix. Diese kann diagonali-
siert werden durch Rotation des Bezugssystems (Hauptachsentransformation):

J 0 0
J=10 & 0 (1.143)
0 0 Js

J1, Jo, J3 sind die Haupttrigheitsmomente beziiglich der dadurch definierten Haupt-
tragheitsachsen. Ab jetzt wahlen wir fiir > das Hauptachsensystem. Die kinetische
Energie hat dann die einfache Form

3
1
=3 > Jwp (1.144)
=1

Da die kinetische Energie im Hauptachsensystem am einfachsten wird, muss man
noch dessen Lage im Raum beschreiben. Um ein kartesisches Koordinatensystem
Y auf ein anderes X zu drehen, bendtigt man im allgemeinen Fall genau drei
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Rotationen, die durch die drei Eulersche Winkel (vergleiche Eulersche Winkel fiir
Animationen in der Wikipedia) beschrieben werden:

Abbildung 1.39: Definition der drei Eulerschen Winkel. Die blaue und die rote
Scheiben schneiden sich in der griinen Knotenlinie, die bei allen
drei Drehungen eine Rolle spielt.

1. Drehung um eé3 um Winkel ®
2. Drehung um €&} um Winkel ©
3. Drehung um &% um Winkel ¥

Diese drei Winkel werden auch fiir Flugzeuge, Helikopter, Drohnen und Com-
puterspiele verwendet und sind dort als roll, pitch und yaw bekannt (vergleiche
Roll-Nick-Gier-Winkel in der Wikipedia fiir Animationen).

Die 6 unabhangigen Komponenten des Tragheitstensors sind die 3 Haupttragheits-
momente sowie die 3 Eulerschen Winkel, die die Rotation ins Hauptachsensystem
beschreiben.

Wenn ein starrer Korper sich dreht, dann sind seine Eulerschen Winkel zeitabhén-
gig. Dasselbe gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit. Deshalb gibt es zwischen ihnen
einen eindeutigen Zusammenhang (Herleitung mit Rotationsmatrizen, hier ausge-
lassen):

PsinOsin U + O cos U w1
w=|PsinO@cos¥ —Osin¥ | = | ws (1.145)
dcosO + U ws

Damit wird die kinetische Energie eine Funktion der Eulerschen Winkel:

3
1 1 L
= T = gwlw = 5 § Jwi =Tr(®,0,¥,9,0,0) (1.146)
=1
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Die Eulerschen Winkel (®,0, V) kénnen also als generalisierte Koordinaten ver-
wendet werden.

Der schwere Kreisel

Einen Kinderkreisel, der durch Reibung schon etwas Emergie verloren hat und
schief steht, nennt man schweren Kreisel, weil jetzt kinetische und potentielle Ener-
gie wichtig sind (andernfalls spricht man vom schnellen Kreisel). Wir betrachten
einen symmetrischen Kreisel (J; = J;) im Schwerefeld und wenden den Lagrange-
Formalismus auf die Eulerschen Winkel an. Als korperfestes Bezugssystem wird
das Hauptachsensystem am Unterstiitzungspunkt gewahlt.

>

w

Abbildung 1.40: Der schwere Kreisel ist der typische symmetrische Kinderkreisel.

Kinetische Energie:

-1
2
= %(@2 + ®?sin ©) + %(@cos@ + )2

1
Jl(wf + w%) + §J3w§

Potentielle Energie:

‘V:mgscos@‘

wobei s die Entfernung zwischen Unterstiitzungspunkt und Schwerpunkt ist.
Lagrange-Funktion:

Ji

L=T-V= 3(@2+@281n2@)+EQ(Q)COS@+\I/)2—MQSCOS@ =L($,0,V,0,0,V)
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Das ergibt also 3 ODEs 2. Ordnung, die sogenannten Euler-Gleichungen"der klassi-
schen Mechanik. Allerdings hat die Lagrange-Funktion drei Symmetrien und somit
drei Erhaltungsgrofien:

oL
E:O:>E:T+V:const
oL oL . . L
— =0 = py = — = const = L3 Drehimpulskomponente in Kreiselrichtung
ov ov
= J5(¥ + & cos ©)
oL L . : .
% 0= ps = % = const = L, Drehimpulskomponente in z-Richtung

= J,®sin? O + Jg(\if + & cos ©)cosO = J1®sin? O + Lscos©

Man erhélt also drei ODEs 1. Ordnung. Wir eliminieren ® und ¥ mit L, und L
in E:

Ji .o  (L,—Lzcos©)? L2
E=—6 — ) 1.147
27 T g ene Ty TP (1.147)

TV
effektives Potential Ue.g(O)

Effektiv handelt es sich also hierbei um ein Ein-Teilchen-Problem mit den Para-
metern m,s,J;,JJ3 und den Anfangsbedingungen F, L., L3. Es gibt keine einfache
analytische Losung, weil Ueg dafiir zu kompliziert ist. Jedoch besitzt Ueg(©) immer
dieselbe Form:

Abbildung 1.41: Typische Form des effektiven Potentials im Kippwinkel

Nur der Bereich unterhalb der horizontalen Linie ist erlaubt, weil sonst die kine-
tische Energie negativ wird. An den Schnittpunkten dreht die Winkelkoordinate
also gerade um. Es kommt somit zu einer Oszillation in ©, dadurch wippt der
Kreisel auf und ab. Dies wird auch Nutation oder Nickbewegung genannt.
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Aus den zwei anderen Erhaltungsgréfen lésst sich folgendes berechnen:

L, — Liycos©®

L.— L O =J,dsin’0 = ¢ =
3 COS 1P S1n Jl Sinz@

Bei konstantem © dreht sich der Kreisel mit Winkelgeschwindigkeit & um die
z-Achse. Dies wird auch Prizession genannt. ® hingt allerdings von © ab und
kann deshalb sogar sein Vorzeichen wechseln. Es ergeben sich fiir oben genannte
Parameter und Integrationskonstanten verschiedene mégliche Bewegungsmuster:

Kehren

z

Spitzen

Tz

Girlande

&

Abbildung 1.42: Verschiedene Bewegungsmuster fiir den schweren Kreisel

Unser Planet Erde ist kein unterstiitzter Kreisel, aber ein nicht-unterstiitzter sym-
metrischer Kugelkreisel, der duferen Kraften von Sonne und Mond ausgesetzt ist.
Deshalb durchléuft er &hnliche Bewegungsformen wie der schwere Kreisel, die wir
an der Bewegung des Fixsternhimmels ablesen konnen. Fiir Nutation und Prézessi-
on hat die Erde Perioden von 300 Tagen (bereits 1765 von Euler vorhergesagt) und
25.800 Jahren (Milankovic-Zyklen). Die Milankovic-Zyklen tragen zur Klimaver-
anderung bei und erkldren die typischen Absténde der Eiszeiten. Die letzte Eiszeit
endete etwa vor 11.700 Jahren. Damit begann das heutige Erdzeitalter, das Ho-
lozén, das mit der neolithischen Revolution begann (unabhéngige Einfiihrung von
Ackerbau und Viehzucht an mehreren Orten auf der Erde). Um die Kreiselbewe-
gung der Erde im Detail zu verstehen, muss man allerdings viele andere Faktoren
in Betracht ziehen, insbesondere Verformungen der Erde, Gezeitenkrifte und das
periodische Abschmelzen der Polkappen. An der Winkelgeschwindigkeit der Erde
kann man sogar Sommer und Winter ablesen, weil im Winter auf der Nordhalb-
kugel das Laub zur Erde fallt und sich deshalb das Trégheitsmoment verdndert.
Auch das Abschmelzen der Polkappen aufgrund des Klimawandels kann man so
messen.

Die Prézession wird in der Quantenmechanik noch eine wichtige Rolle spielen, weil
Elementarteilchen wie Protonen und Elektronen eine Eigenschaft namens Spin tra-
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gen, die im klassischen Bild einer Kreiselbewegung entspricht. Z.B. liegt der Ma-
gnetresonanztomographie (MRT), die fiir die medizinische Bildgebung so wichtig
ist, die Prézession des Spins der Wasserstoffkerne (Protonen) zugrunde (Nobelpreis
fiir Physik 1944 an Isidor Isaac Rabi und 1952 an Felix Bloch und Edward Purcell,
Nobelpreis fiir Medizin 2003 an Paul Lauterbur und Peter Mansfield).
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Wie anfangs schon bemerkt, gibt es mehrere Formulierungen der Mechanik. Wéh-
rend die Newtonsche Mechanik beim Konzept der Kréfte ansetzt, die direkt mit
Beschleunigungen in Beziehung gebracht werden, steht bei der Lagrangeschen Me-
chanik die Energie im Mittelpunkt. Das erlaubt viele neue Anwendungen, insbe-
sondere fiir Zwangskréifte, aber erdffnet auch theoretische Perspektiven, weil die
Rolle von Symmetrien und Erhaltungssétzen deutlich wird und man diese dann als
Konstruktionsprinzip fiir neue Theorien verwenden kann. Diese Tendenz zur Ab-
straktion wird noch stérker, wenn man zur Hamiltonschen Mechanik fortschreitet.
Hier verschiebt sich der Schwerpunkt von analytischen Konzepten (Differentialglei-
chungen) zu algebraischen Konzepten (Klammerformalismus). Tatséchlich sind wir
der Hamiltonschen Mechanik in dieser Vorlesung schon zweimal begegnet: erstens
bei der Einfiihrung des Phasenraums bei der graphischen Analyse des harmoni-
schen Oszillators, und zweitens bei der Definition der Hamilton-Funktion H als
Legendre-Transformation der (negativen) Lagrange-Funktion L im Kontext des
Noether-Theorems.

Die meisten Standardanwendungen der Mechanik werden in der Newtonschen oder
Lagrangeschen Mechanik behandelt. Die Hamiltonsche Mechanik kommt bei An-
wendungen nur fiir wenige fortgeschrittene Anwendungen zum Einsatz, z.B. fiir
Storungstheorie in der Himmelsmechanik. Da die Hamiltonsche Mechanik aber die
formale Grundstruktur der Mechanik herausarbeitet, hat sie sich als geeigneter
Ausgangspunkt fiir die Theorienbildung in anderen Bereichen der Physik erwie-
sen:

Quantenmechanik: die Bewegungsgleichung der Wellenmechanik, die Schro-
dinger-Gleichung, wird aus der Hamilton-Funktion konstruiert. Die Bewe-
gungsgleichung der Matrizenmechanik von Heisenberg wird mit dem Klam-
merformalismus formuliert, der in der Hamilton-Mechanik eingefiihrt wird,
die Poisson-Klammer wird dann in der Quantenmechanik durch den Kom-
mutator ersetzt.

Statistische Mechanik: es wird iiber mikroskopische Zusténde mit einem Ge-
wicht gemittelt, das sich aus den dynamischen Eigenschaften Hamiltonscher
Systeme ergibt.

Dynamische Systeme: Studium der Bewegungsformen im sogenannten Pha-
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senraum, einem zentralen Begriff der Hamiltonschen Mechanik. Die Erwei-
terung auf Nicht-Hamiltonsche Systeme wie Stromungsmechanik, Populati-
onsdynamik oder chemische Reaktionen fiihrt auf interessante neue Erkennt-
nisse, wie z.B. auf die Chaos-Theorie oder die Turing-Instabilitat.

Eine Kenntnis der Grundkonzepte der Hamiltonschen Mechanik ist also fiir das
Versténdnis der nicht-klassischen Physik (Quantenmechanik, Statistische Mecha-
nik) sehr wichtig. Aber auch die dynamischen Systeme sind sehr wichtig, z.B. im
Bereich des maschinellen Lernens. Wir beschreiben hier die Grundziige der Ha-
miltonschen Mechanik. Forminvarianz der kanonischen Gleichungen, kanonische
Transformationen und die Hamilton-Jakobi-Theorie (die auf PDEs und die For-
mulierung der Quantenmechanik nach Schrédinger fithrt) werden aus Zeitgriinden
nicht behandelt.

2.1 Hamilton in der bisherigen Vorlesung

Bereits in fritheren Abschnitten und der PTP1 haben wir im Zusammenhang mit
der graphischen Analyse im Phasenraum eine erste Intuition fiir dessen Struktur
gewonnen. Diese Betrachtungen fiihrten uns zu einer Perspektive, in der Zustidnde
eines mechanischen Systems durch ihren Ort im erweiterten Raum der kanoni-
schen Variablen (q,p) beschrieben werden. Eine zeitliche Entwicklung war dann
einfach eine Trajektorie durch diesen Phasenraum, eine explizite Berechnung der
Geschwindigkeit ist dann nicht mehr notig. In dieser Darstellung tritt die Symme-
trie zwischen Ort und Impuls hervor, die dann auch zur Quantenmechanik fiihrt.
Die nun folgende Formulierung der Hamiltonschen Mechanik kniipft hier an und
hebt die abstrakte Struktur des mechanischen Formalismus hervor. Wéahrend die
Lagrangesche Mechanik wie die Newtonsche Mechanik noch mit Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung arbeitet, verwendet die Hamiltonschen Theorie Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung. Die Dynamik wird damit strukturell symme-
trischer beschrieben.

Da wir den harmonischen Oszillator schon gut kennen, betrachten wir ihn nochmals
aus dieser Perspektive.

Abbildung 2.1: Harmonischer Oszillator
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Mit Lagrange gilt:
1

1
L:T—V:§m$2—§kx2

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben:
d oL oL
dt * 0z ox

also genau wieder die Newtonsche Gleichung.

Um eine symmetrischere Formulierung zu erhalten, kénnen wir die Funktion ums-
. . 1 .
kalieren. Dazu setzen wir ¢ = (km)iz (und auferdem wy = \/k/m wie gewohnt):

=mi+kxr=0

1. .
=>w—q+w0q:0 = j+wig=0
0

das heifit wir bekommen wieder die bekannten Bewegungsgleichungen. Da L nicht
explizit von der Zeit abhéngt, gilt Energieerhaltung

aL oether— eorem 1 1 .
EzON therTh E:T+V:§mx2+§kx2:const.
In der Newtonschen Mechanik haben wir das explizit gezeigt:
mi = —k:c} @
= mii = —er\/dt

| 1, 1 ., 1.

= 5 21:33 +F = 5 +2kx const

Generell bekommen wir durch Umkehrung des Vorzeichens der Lagrange-Funktion
L =T —V die Hamilton-Funktion L =T 4 V. Wenn wir jetzt noch den verallge-
meinerten Impuls p = dL/0¢ = ¢/wy einfithren, dann wird die Hamilton-Funktion

komplett symmetrisch:
1
H = 5(,00([)2 + q2) .

In der Hamilton-Mechanik wird diese Symmetrisierung zum Prinzip erhoben.

Die symmetrische Darstellung hilft auch bei der graphischen Analyse des harmoni-
schen Ostzillators. Die wurde iiber die Verdopplung der Variablen erreicht, ndmlich
durch Einfithrung von v = & als unabhéngige Variable:

(2)- (s 0) ()
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Auch hier gehen wir jetzt einen Schritt weiter und ersetzen die Koordinaten durch
g und p = v/wy, dann bekommen wir

(=2, ) ()

Die so erhaltene Matrix sieht schon deutlich symmetrischer aus als die alte aus
der Newton-Mechanik. Wahrend man friither noch Ellipsen hatte aus der Energie-
erhaltung, werden es jetzt Kreise, weil

1
E:H—ﬁwgp + %) 5 = const.
das heifst wir haben eine Ellipse mit den identischen Halbachsen a = b = /=

wo’
1 2
E -2 (DO qnmx
1 }/W/@
1 2
E —2 (DO pmax

also einen Kreis.

TN Lo
N

AN

Pmax

Abbildung 2.2: Phasenportrait des harmonischen Oszillators

2.2 Hamilton-Funktion und kanonische
Gleichungen

Das gerade am harmonischen Oszillator geschilderte Prozedere fithren wir jetzt all-
gemein durch. Die Hamilton-Funktion haben wir schon als Legendre-Transformation
der (negativen) Lagrange-Funktion kennengelernt im Kontext des Noether-Theorems.
Die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; werden durch die verallgemeinerten
Impulse p; ersetzt:

L 1.t
p; = M = g, = 4r(q, P, 1) (2.1)
(9qj
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Die Hamilton-Funktion ist dann wie folgt definiert:

H = q7p7 ZQJ q7p7 - L(q7 (q7p7t)7t) (22)

Die genaue Verkettung der Abhéngigkeiten ist wichtig, wenn man nach den fun-
damentalen Variablen ableitet.

Als néchstes suchen wir Bewegungsgleichungen, die nicht iiber die Lagrange-, son-
dern iiber die Hamilton-Funktion funktionieren. Dafiir betrachten wir die partielle

Ableitungen von H(q,p,t) = Zle ¢;i(a,p,t)p; — L(q,q(q, p,t),t) nach den ver-
allgemeinerten Koordinaten q und den verallgemeinerten Impulsen p:

aq] O Oqx

pj

8H_Zaq] oL Z@L 9 0L

oqy Oq '_3_%_

Lagrange-Gl. d OL

_Ea_qk:_p’“ (2.3)
Pk
OH dq¢; oL ﬁq] .
+ = 24
e Z op Z 90, 0 24

pj

Da die Variablen ¢; und p; jeweils an drei Stellen in H vorkommen, muss man
erst einmal drei partielle Ableitungen nach den drei Argumenten der jeweiligen
Funktionen bilden, unabhéngig davon, ob man hinterher partiell oder total ableiten
will. Dann erst erfolgt die eigentlich gewiinschte partielle Ableitung, fiir die wie
fiir jede Ableitung die Kettenregel gilt. Nach Konstruktion heben sich jeweils zwei
der drei Terme auf. Damit folgen die Hamiltonsche oder kanonische Gleichungen:

. 0H(q,p,t) . 0H(q,p,1)
- 2apt o, 9HGBY 2.5
qdk 9]91@ Pk 8qk ( )

Das sind 2S5 ODEs 1. Ordnung. Zum Vergleich: die dquivalenten Lagrange-Gleichungen
sind S ODEs 2. Ordnung, beides Mal werden 2S Anfangsbedingungen benétigt. Of-
fensichtlich wird die Losung dieser Gleichungen numerisch stabiler, weil man nur
einmal integrieren muss. Allerdings hat sich die Zahl der Gleichungen verdoppelt.
Die kanonischen Gleichungen zeigen ein hohes Mafs an Symmetrie zwischen q und
p (nur das Minuszeichen stort die Harmonie etwas, seine Position muss man sich
einfach merken). Sie beschreiben die Bewegung im 2S-dimensionalen (q, p)-Raum,
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dem sogenannten Phasenraum. Die Hamiltonsche Mechanik ist deshalb analog zur
Stromungsmechanik: die Hamilton-Funktion definiert ein Flussfeld, und der Zu-
stand des Systems folgt deterministisch der Trajektorie im Phasenraum. Der Start
bei einer bestimmten Anfangsbedingung entspricht dem Aussetzen eines Teilchens
in einem Flussfeld, von da ab muss man einfach seiner Stromung folgen. In der
Hamiltonschen Mechanik ist die Topologie des Flussfeldes wichtig, was nochmals
zeigt, dass sie sich auf die fundamentalen Eigenschaften der Mechanik fokussiert.
Da die Hamilton-Funktion auch von der Zeit anhingen kann, gibt es noch eine
dritte Gleichung:

OH =04, >\ 0L 8¢, OL  OL
ot ot Z oqg; ot ot Ot (2:6)
=1 =~

Diese Gleichung kennen wir schon vom Noether-Theorem: wenn die Lagrange-
Funktion zeitunabhéngig ist, dann ist die Hamilton-Funktion gleich der Energie
und diese ist erhalten.

2.3 Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten (bzw. stationédren) Wirkung, S = 0,
iibertréagt sich von der Lagrange- direkt in die Hamilton-Mechanik.

S
7j=1

S
. . OH OH
= /dt E qjépj —|~pj5qj ——5pj - —5(]j
——

‘= ~ Ip; g
=0

:>5S:/dt2[ 5pj (E%—g—f)éqj} =0
H—/ ——_———

t1
(%) Partielle Integration: /dtpjéq'j = p;0q;
to

J
=0 =0

Aufgrund der kanonischen Gleichungen bekommen wir also wieder das Prinzip der
stationdren Wirkung.
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2.4 Beispiele
Beispiele
Teilchen im Potential

L:§mr2—Vépx:mx,py:my,pzzmz: p =mr

:H:pf—L:mﬁ—%#+wn:%#+wn:§E+v

Kanonische Gleichungen:

__(9H_px B 8H_ ov
o m T e T oz
:>m:ié:p'x:—a—v

ox

Entsprechende fiir die anderen Koordinaten. Das Ergebnis entspricht den
Newtonschen Gleichungen.

Mathematisches Pendel

$=q

Abbildung 2.3: Mathematisches Pendel: die verallgemeinerte Koordinate ist ein
Winkel, deshalb hat der Impulsterm nicht die iibliche Form.
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L="1 mgl cos q

2
oL ). . PP
:>p:a—q:ml qu:qp—L:W—W—mglcosq
P
=|H= 5 — mgl cosq
Kanonische Gleichungen:
. OH P 0H Iy
=—=—,p=———=—mglsin
P
= (q= W = —7 sinq

Das Ergebnis entspricht den Newtonschen Gleichungen. Linearisierung ergibt
wieder den harmonischen Oszillator.

Teilchen in Polarkoordinaten — Bewegung im Zentralfeld

. oL oL -
T:%(7-ﬁ2+r2¢2)7 pr =5 =mi, p¢:8_<;5:mr2¢
2 2 2 2 2 2
. | P p¢ p; p¢> by p¢
H=p, —L="4+—— - - Vir)="1+4+—-—"24V
Pr - Pof m + mr?  2m  2mr? (r) 2m + mr? +Vir)
Kanonische Gleichungen:

. O0H p. . O0H p, OH  pj OV oOH
R R T T T N A
dp, m Opy — mr? or  mr3  Or 0P

oOH
Dy = 96 = 0 = zyklisch = L-Erhaltung

Teilchen in Kugelkoordinaten

x = rsindcosp m '
y=rsindsing » =T = 3(7“2 + 729?412 sin? ¥?)
2z =rcost

= p,=mr,py = mr219,p¢ = mr? sin® %

1 % p2
= H=—@p+2 4 V(r, 0
2m (pT + 7’2 + 7’2 Sin2 19) + (T’, 7@)
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Teilchen im elektromagnetischen Feld
verallgemeinertes Potential fiir Lorentz-Kraft: U = q(¢ — v - A)
L:T—U:%fQJrqf-A—qgo
p = mr + qA verallgemeinerter Impuls

H:p-f—L:mf2+qA-I"—%fQ—qi'-A%-qtp

1
=|H=—(p—qA)?
5, (P —aA)" +qp

2.5 Volumen des Phasenraums

Wir diskutieren den Phasenraum am Beispiel des 1D harmonischen Oszillators:

L=T—-V=-m¢g —=—mwi ¢, p=—=m
q 5 0d D a4 q
=k
2
D 1
= :%—l—ﬁmwng

Der Phasenraum (g, p) ist zwei-dimensional, also eine Phasenebene.
Kanonische Gleichungen:

OH p
LY P 2.7
1 dp m (2.7)
) OH
p= _a_p = —mwgq (2.8)
jd:%:—wgqé éj—i—w%q:O v (2'9)

Die kanonischen Gleichungen entsprechen also genau der Newtonschen Gleichung
fiir den harmonischen Ostzillator. Sie sind aber besser dafiir geeignet, die Bewegung
auf geometrische Art und Weise zu untersuchen, da sie den Fluss im Phasenraum
beschreiben. Ein Plot in der Phasenebene ergibt eine geschlossene Kurve, daran
sieht man, dass es sich um eine Oszillation handelt.

Energieerhaltung (Noether-Theorem):

H = H(q,p) = E = const
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Die Bewegung ist also eingeschrankt auf eine Kurve im Phasenraum.

Phasenraum=Phasenebene

I e

Abbildung 2.4: Beim harmonischen Oszillator bewegt sich das System im Phasen-
raum auf einer Ellipse.

Nach Division der Hamilton-Funktion durch F bekommt man eine Ellipsenglei-
chung;:

2 2
p q
1 = 2.10
2mE * QmLQE ( )

0

mit Halbachsen

| 2F
a=4—-=,b=v2mE
mwg

Der harmonische Oszillator bewegt sich also im Phasenraum auf einer Ellipse.

In der Quantenmechanik und Statistischen Mechanik spielt das Phasenraumvolu-
men Vpp eine zentrale Rolle. Wie viele Zustdnde gibt es mit Maximalenergie E 7
Beim harmonischen Oszillator entspricht das genau dem Fléacheninhalt der Ellipse:

2 E

wo

VPR = mab = (211)
In der Quantenmechanik gibt es diskrete Zustiande. Wir nehmen an, dass der Pha-
senraum in endliche Pakete mit Volumina AgAp = h aufgeteilt wird, wobei h die
Dimension einer Wirkung hat, [h] = m -kg-= = m N -s = J-s. Wie viele
Zusténde gibt es dann mit Maximalenergie E ?

Vp R 2K E
N = = = =N 2.12
h th hu)o ( )
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wobei h = 6,6 - 10734 Js eine Naturkonstante ist (Plancksches Wirkungsquantum)
und % = h = h quer eine geschickte Abkiirzung. Das Volumen des Phasenraums
wird also in Einheiten von h gemessen.

2.6 Satz von Liouville

Wie oben schon erklért, bewegt sich ein Zustand im 2S-dimensionalen Phasenraum
wie ein Teilchen in einer Fliissigkeit, wir haben es also mit einer Phasenraumfliis-
sigkeit zu tun. Ihre Geschwindigkeit betragt an jedem Ort (1 <i < .S):

. OH
”qu = qZ = ap

. OH
Upi = pZ = — aq

(2.13)

(2.14)

Die Dichtednderung einer Fliissigkeit hdangt mit der Divergenz ihres Stromungsfel-
des zusammen. Um Aussagen iiber die Dichtednderung des Hamiltonschen Flusses
treffen zu konnen, berechnen wir also die Divergenz dieser 2S-dimensionalen Ge-
schwindigkeit:

S S
ov,.  Ov,, 0 OH 0 0H
V-v= —‘h+—’”)= ( — ):0 2.15
Z (8% Op; ; dq; Op;  Op; 0g; (2.15)

i=1

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, da die Reihenfolge in den dop-
pelten partiellen Ableitungen vertauscht werden diirfen. Das bedeutet, dass die
Phasenraumfliissigkeit Divergenz-frei und damit inkompressibel ist. Dieses Theo-
rem steht am Beginn der Statistischen Physik, wird nach Liouville benannt, aber
geht eigentlich auf Gibbs zuritick.

Wenn wir uns eine Region im Phasenraum denken, so kann sich ihre Form im
Laufe der Zeit stark dndern, aber ihr Volumen wird konstant bleiben (und damit
auch die Zahl der zugehorigen Zusténde). Fiir den harmonischen Oszillator ist das
trivial, die Ellipse bleibt immer die gleiche, aber dieses Theorem gilt fiir alle Pha-
senraumbereiche unter Hamiltonschem Fluss. Hier ist ein ganz anderes Beispiel:

H=pg=q¢=q,p=-p. (2.16)

p zerféllt also exponentiell mit der Zeit, aber ¢ wéchst exponentiell mit der Zeit,
d.h. ein Phasenraumvolumen wird entlang der p-Achse komprimiert, aber entlang
der g-Achse ausgezogen. Diese Verformung ist extrem, aber das Volumen bleibt
konstant.

95



2 Hamilton-Mechanik

2.7 Poisson-Klammer

In der Hamilton-Mechanik ist alles eine Funktion von (q,p,t) = physikalische
Observable F' = F(q, p,t) (z.B. Energie, Schwerpunkt, Impuls, Drehimpuls, etc.)

S
dF OF OF OF
=S G b P )+ — 2.17
dt - (an \qﬁ./—i_apj \pﬁ.) + ot ( )
S T

{F.G} := Z (6—Fa—G — a—Fa—G> (2.18)

=|—={F,H} +— (2.19)

Damit folgt: wenn eine Observable nicht explizit von der Zeit abhangt (8F =0),
dann ist F eine Erhaltungsgrofe, wenn seine Poisson-Klammer mit H verschwindet.
Von der Definition folgt direkt: {F,G} = —{G,F} ,{F,F} =0

dH OH
= —={H,H 2.20
g~ UL e (2.20)
0
H ist also eine Erhaltungsgrofse, wenn %—If = (. Dieses Ergebnis hatten wir auch

schon aus dem Noether-Theorem erhalten.
Die Zeitentwicklung von ¢; und p; entspricht den kanonischen Gleichungen (parti-
elle Ableitungen nach der Zeit gibt es nicht, da dies fundamentale Variablen sind):

4 = {4, H} p; = {p;, H} (2.21)
0q OH amaﬂ' > OH

JHY = =N v 2.22

{Ql } ]Zz;(aqj ap] apj aq] “ l] apj 8]91 ( )

Mit Hilfe der Poisson-Klammer werden die kanonischen Gleichungen also vollstén-
dig symmetrisch in verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen.
Die Poisson-Klammer kann als Differentialoperator betrachtet werden:

(F,G} = Z (a—ﬁi - a—Fi)G —: DpG (2.23)

Daraus sieht man sofort, dass die Poisson-Klammer linear in G ist, einer Produkt-
regel in G geniigt und fiir G = const verschwindet.
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Im Hamilton-Formalismus sind ¢;, p; und ¢ die unabhéngigen Variablen. Daraus
ergeben sich die fundamentalen Poisson-Klammern:

oq, Oq  Oqx 391)
: — a— — a0 o | =0 2.24
{qk ql} Z ( 8q] 317; 31%’ 3%‘ ( )
~—~ ~
5e; O 0 &
Opr Opy Opr Oy )
) — — = —— — | =0 2.25
{pk pz} Z ( a% 32?; 3273' 56];’ ( )
—~
0 &y 5ej O
s
0qr, Opr  Oqi Op >
Qk, D — — —=— — | =9 2.26
{aw, i} = le ( 99, Op;  p; O, ki (2.26)
~—
{pe, @t = —{a@, pe} = —0u (2.27)

In der Quantenmechanik taucht eine Klammer [A, B] = AB — BA auf (Kom-
mutator), die die gleichen formalen Eigenschaften hat wie die Poisson-Klammer
= Hamilton-Mechanik und Quantenmechanik haben die gleiche formale Struktur
(allerdings sind A und B in der Quantenmechanik dann Operatoren). Dies moti-
viert den Aufbau einer algebraischen Struktur mit eine abstrakte Klammeropera-
tion(alle 5 Axiome konnen fiir die Poisson-Klammer direkt nachgepriift werden):

1) Antisymmetrie: {F, G} = —{G, F'}
2) Linearitat: {c1F1 4 coFy, G} = ci{F1, G} + co{ F>, G}

)

)
3) Alternierend: {F,F'} =0
4) Produktregel: {F,GK} = G{F, K} + {F,G}K
)

5) Jacobi-Identitat: {F,{G,K}} + {G,{K,F}} + {K,{F,G}} = 0 (zyklische
Vertauschung)

6) Nullelement: {F,c} =0

Wenn eine Operation {-,-} : V x V' — V die Eigenschaften 2) - 4) erfiillt nennt
man sie Lie-Klammer iiber dem Vektorraum V. Gilt zusétzlich noch Eigenschaft
5), so spricht man von einer Poisson-Algebra. Diese kann nicht nur fiir Funktio-
nen, sondern fiir allgemeine Ringe definiert werden, weshalb die Reihenfolge der
Klammer und des Elements aufserhalb der Klammer in 5) wichtig ist (eine Poisson-
Algebra muss im Allgemeinen nicht kommutativ sein).Dieses Maf an Abstraktion
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ist auch in der Physik niitzlich, z.B. bildet der Kommutator der Quantenmecha-
nik mit den linearen Operatoren iiber dem Hilbertraum der quadratintegrablen
Funktionen eine Poisson-Algebra.

Mit dem Klammer-Formalismus konnen viele Probleme algebraisch gelost werden,
ohne auf die Details Bezug nehmen zu miissen.

Beispiel Harmonischer Oszillator

2
P 1
H = o+ gmend’

. 1 1
=p={pH} = %{p,ﬁ} + §mw§{p, 7°}

— 2L[p {p.p}+{p,p}p] + %mwé la{p. a3 +{p.q} d
m- ~—— =~ —~ =

-0 =0 =21 =1
=p = —mwgq

Analog: ¢ ={q,H} = L
m

Damit haben wir die kanonischen Gleichungen fiir den harmonischen Oszillator
rein algebraisch und ohne Bezug auf die klassische Definition der Poisson-Klammer
hergeleitet. Die gleichen Bewegungsgleichungen gelten deshalb in der Quantenme-
chanik, nur dass ¢ und p hier anders interpretiert werden.
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