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Kapitel 0

Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Skript wurde fiir die Anfangervorlesung Theoretische Physik I - Klassische
Mechanik im Wintersemester 2010/11 erstellt. Der Heidelberger Studienplan fiir
Bachelor-Studenten der Physik sieht vor, dass die Theoretische Physik schon im
ersten Semester beginnt. Obwohl die meisten Studenten vor Semesterbeginn in
einem Vorkurs ihre schulischen Mathematikkenntnisse auffrischen, konnen die fiir
die Vorlesung notigen mathematischen Vorkenntnisse nicht vorausgesetzt werden
und wurden deshalb als mathematische Einschiibe in die Vorlesung aufgenommen.
Es gibt viele sehr gute Biicher zum Thema Klassische Mechanik, aber nur weni-
ge, die fiir diese Besonderheit des Studienplans geeignet sind. Der erste Band der
Springer-Serie Grundkurs Theoretische Physik von Wolfgang Nolting zum Thema
Klassische Mechanik kommt diesem Schema sehr nahe und wurde deshalb aus-
driicklich empfohlen. Die hier wiedergegebene Vorlesung lehnt sich in Stoffauswahl
und Notation eng an dieses Buch an, setzt aber andere Schwerpunkte und ergénzt
den Stoff in einigen Bereichen. Um den Studierenden bei der Nachbearbeitung der
Vorlesung und der Vorbereitung der Klausur zu helfen, wurde deshalb dieses Skript
erstellt.

An dieser Stelle mochte ich allen danken, die zur Entstehung des Skripts beige-
tragen haben. Ein herzliches Dankeschén geht an Mirko Link, der als studentische
Hilfskraft manches Wochenende eingesetzt hat, um die Grundversion in Latex und
die vielen Abbildungen zu erstellen. Vielen Dank auch an die Studiengebiihren-
kommission fiir die finanzielle Unterstiitzung. Und schlieflich vielen Dank an alle
Studierende, die iiber die ELearning-Platform zur Vorlesung auf Fehler aufmerk-
sam gemacht haben.

Wer mehr Literatur zur Klassischen Mechanik sucht, kann neben dem erwahnten
Buch von Wolfgang Nolting auch zu den Biichern von Torsten Fliessbach, Walter
Greiner, Florian Scheck oder Friedhelm Kuypers greifen. Die Klassiker (Goldstein,
Landau-Lifshitz, Feynman) sind fiir den Anfang eines Bachelor-Studiums wohl
eher nicht zu empfehlen. Erwdhnenswert finde ich aber noch die Einfiihrung in die
Theoretische Physik von Josef Honerkamp and Hartmann Romer, die auch sehr
starken Wert auf die Einfilhrung der mathematischen Methoden legt. Wer spe-
ziell die mathematischen Grundlagen fiir das erste Semester aufarbeiten mdchte,
hat mittlerweile eine schone Auswahl, z.B. Mathematik fiir Physiker von Klaus
Weltner, Mathematische Methoden in der Physik von Christian Lang und Nor-
bert Pucker oder Rechenmethoden fiir Studierende der Physik im ersten Jahr von
Markus Otto.

Heidelberg, im April 2011 Ulrich Schwarz



Kapitel 0

Vorwort zur zweiten Auflage

Nach mehr als 10 Jahren lese ich jetzt zum zweiten Mal die Klassische Mechanik
in Heidelberg, und wie zu erwarten hat sich im Stoff nicht wirklich etwas geéndert.
Was anders und tatséchlich viel besser ist als frither, ist die Zugénglichkeit zu Hilfs-
mitteln. Viele Lehrbiicher lassen sich jetzt als PDF herunterladen, insbesondere
das von mir empfohlene Buch von Nolting. Mit den jetzt sehr verbreiteten Tablets
lassen sich diese leicht lesen und annotieren. Mathematica und Matlab sind iiber
Campuslizenzen fiir Studierende umsonst zugénglich. Und mit ChatGPT, Perple-
xity und anderen KI-Programmen kann man heutzutage leichter Fragen stellen
und Ressourcen finden. Neu ist auch das Buch Mathematics for Physicists von
Altland und von Delft. Einige der oben erwéhnten Biicher gibt es jetzt in neueren
Auflagen.

Die zweite Auflage des Skripts beginnt wie die alte mit der Kinematik. Hier wird
gezeigt, welche mathematische Begriffe bendtigt werden, um Bewegung in Raum
und Zeit zu beschreiben, ohne schon den Begriff der Kréfte bemiihen zu miissen.
Die Kréfte sind Gegenstand der Dynamik, die mit den Newtonschen Gesetzen be-
ginnt. Hier kénnen wir dann die mathematischen Grundlagen verwenden, die in
der Kinematik gelegt wurden. Im Gegensatz zur ersten Auflage geht es dann aber
nicht mir den eindimensionalen Modellsystemen wie freier Fall und harmonischer
Oszillator weiter, sondern wir kommen gleich zu den fundamentalen Begriffen von
Energie, Impuls und Drehimpuls. Der Schwerpunkt wird also eher auf die Grund-
lagen als auf die Anwendungen gelegt. Dann wird gezeigt, wie sich die Losung
des Kepler-Problems aus diesen Begriffsbildungen ergibt. Erst dann kommen die
eindimensionalen Modellsystemen und damit die explizite Losung von Differenti-
algleichungen. Am Schluss wird noch auf Mehrkérperprobleme und insbesondere
auf lineare Schwingungen eingegangen. Scheinkréfte und der starre Korper wurden
aus Zeitgriinden nicht behandelt.

Heidelberg, im Januar 2025 Ulrich Schwarz
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1 Kinematik des Massenpunktes

1.1 Massenpunkte und Ortsvektoren

Gegenstand der Mechanik ist die Beschreibung und Vorhersage der Bewegung von
Masse-behafteten Korpern in Raum und Zeit aufgrund von Kréften (die zentra-
len Begriffe sind unterstrichen). Diese Definition ist zirkuldr, weil man Bewegung
letztendlich durch Krifte definiert (eine gleichférmig gradlinige Bewegung resul-
tiert, wenn keine Kréfte wirken) und umgekehrt (Krafte kann man messen, weil
sie die Bewegung dndern), aber das ist nicht schlimm. Wichtig ist, dass man alle
Begriffe prézise und quantitativ definiert.

Wie immer in der Physik ist das Ziel, mit mdglichst wenigen Gesetzen eine mog-
lichst allgemein giiltige Beschreibung zu erzielen.

= 3 Newton’sche Gesetze (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 1687)

Man unterscheidet zwei Untergebiete:

Kinematik: mathematische Beschreibung der Bewegung

Dynamik: Berechnung der Bewegung aus Kréften

Weiterhin beschrianken wir die Kinematik auf Massenpunkte, deren Ausdehnung
fiir die betrachtete Fragestellung keine Rolle spielt.

Beispiel

Bewegung der Erde um die Sonne. Der Abstand zwischen Sonne und Erde (die
sogenannte Astronomische Einheit, etwa 150 Millionen km oder 8.3 Lichtminu-
ten) ist so grof gegeniiber den Radien von Erde (6.400 km) und Sonne (700.000
km), dass man deren Abmessungen vernachléssigen kann bei der Herleitung der
Keplerschen Gesetze.




Kapitel 1 1.1. MASSENPUNKTE UND ORTSVEKTOREN

Abbildung 1.1: Ortsvektor eines Massenpunktes

Ein Massenpunkt wird vollstdndig durch seinen Ortsvektor r charakterisiert:

T Ty 0 0
r=|z ]| =0+ |xz2]+][O0
I3 0 0 xT3
1 0 0 3
=21 |0 +a9 (1| +23| 0] = Z r;€; = T;6;
0 0 1 i=1

wobei die letzte Formel der Finstein’schen Summenkonvention entspricht: iiber
doppelt vorkommende Indizes wird summiert (wird im Skript nicht verwendet).
Die drei Eintrage z1, x5 und x3 in den Vektor sind die drei Komponenten und die
drei kartesischen Einheitsvektoren sind

1 0
élz 0 s €y — 1 s é3: 0
0 1

Dies wird in der Klassischen Mechanik als fest angenommen, dh. wir haben einen
absoluten Raum als Bezugssystem. Das kann sich dndern, wenn wir das Bezugs-
system dndern, insbesondere wenn wir das begleitende Dreibein des Teilchens oder
krummlinige Koordinaten verwenden. In der speziellen Relativitdtstheorie d&ndert
sich dies aus physikalischen Griinden.

Wenn sich ein Massenpunkt bewegt, dann entsteht eine Trajektorie oder Bahnkur-
ve r(t).



Kapitel 1 1.2. GESCHWINDIGKEIT UND BESCHLEUNIGUNG

Y
—_

Abbildung 1.2: Trajektorie

Mathematisch:

Abbildung f: R — R?,

[E1<t> 3
r=r(t)=|z2(t) | =) zi(t)é
x3(t) i=1
Die Zeitabhéangigkeit betrifft hier also nur die Komponentenfunktionen z;(t), die
Einheitsvektoren €; sind hier zeitunabhéngig, wie oben schon erkléart. In der Klas-
sischen Mechanik ist die Zeit absolut und wird als unabhéngiger Parameter be-
trachtet, der gleichférmig vor sich hin flieft. Mathematisch gesehen parametrisiert
die Zeit die Bahnkurve.

1.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Differentialquotient oder Ableitung ei-

ner Funktion f(t): f(t)
df(t) ~ lim f(t+ At) — f(t) Af
dt At—0 At At

Geometrisch entspricht dies der Steigung am
Punkt t. Die entsprechende Gerade ist die
lineare Naherung fiir die Kurve.

Y
+




Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

Das gleiche Konzept kann auch auf vektor-
wertige Funktionen angewendet werden:

dr(t) — lim r(t + At) —r(t) (1)
dt At—0 At
r(t+dt)
Die Ableitung erfolgt also komponentenwei-
se. >t
Die Ableitung des Ortsvektors ist der Ge-
schwindigkeitsvektor: A

(1) V)

e r(t) = v(t)

t
Geometrisch handelt es sich um einen Tan- x()
gentialvektor an die Bahnkurve. Die entspre- >t

chende Gerade ist die lineare Ndherung.
Auch von dem Geschwindigkeitsvektor kann eine Ableitung gebildet werden:

dv(t) .  d’r(t)
a0 de

In der Klassischen Mechanik spielen hohere Ableitungen (gliicklicherweise) keine
Rolle. Die typische Fragestellung besteht darin, aus einer gegebenen Beschleuni-
gung a(t) die Bahnkurve r(¢) zu berechnen.
— Wie kommt man von a(t) = ¢(t) zu r(t) ?
= Integration als Umkehrung der Differentation.
Bevor wir dazu kommen, wollen wir aber erst einmal die mathematischen Grund-
lagen fiir das Rechnen mit Vektoren vertiefen. Dazu kommen jetzt zwei mathema-
tische Einschiibe:

=1(t) = a(t) Beschleunigungsvektor

— Vektoralgebra = algebraisches Rechnen mit Vektoren

— Vektoranalysis = Infinitesimalrechnung mit Vektoren

1.3 Mathematischer Einschub 1: Vektoralgebra

Jeder Vektor (z.B. Ortsvektor) hat Betrag und Richtung. Physikalische Grofsen,
die nur einen Betrag haben, heiken Skalare (z.B. Druck oder Temperatur).

ai
L&nge nach
a=|a = ]a|:a:\/a12+a22+a32
Pythagoras

10



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

3
A
a’= a;ta,
a a — a/fta,+a,
3
2
i
> & > 1
al

Abbildung 1.3: Lange eines Vektors nach Pythagoras

Statt mit (aq, as, as) kann der Vektor auch mit (a, ¥, ¢) beschrieben werden, also
mit dem Betrag und zwei Winkeln fiir die Richtung. Dabei wird ¢ als Polarwinkel
und ¢ als Azimutalwinkel bezeichnet.

asin v cos @ ay
a= |asindsing | = | as Kugelkoordinaten
acos v as

Einheitsvektor aus a machen:

0 Y9

Y
—

Abbildung 1.4: Kugelkoordinaten

sin ¢ cos ¢
= | sin¥sinp
cos v

Q>
I
SHEY

Check: G} + a3 + a3 = sin®¥(cos® ¢ + sin® ) + cos® ¥ = sin® ¥ + cos® ¥ = 1

11
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Elementare Rechenregeln

Vektoren kénnen addiert, subtrahiert und mit Skalaren multipliziert werden.

Addition

Die Vektoraddition ist kommutativ, d.h. es gilt: a+b =b + a
Geometrisch betrachtet ergibt sich diese Eigenschaft aus der Parallelogrammregel.

Abbildung 1.5: Addition von Vektoren

Algebraisch zeigt man dies komponentenweise:

ay by ay + by by + a4 by ai
a+b= as | + bQ = (12—|-b2 = bQ“‘G/Q = b2 + | as =b+a
as bg as + b3 bg + as b3 as

Die Vektoraddition ist assoziativ, d.h. es gilt: (a+b)+c=a+ (b+c)

C

a
Abbildung 1.6: Assoziativitit der Vektoraddition
Antiparalleler Vektor : —a

Subtraktion
Subtraktion eines Vektors b bedeutet Addition mit —b, d.h.:

12



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

Abbildung 1.7: Antiparallele Vektoren

Abbildung 1.8: Subtraktion von Vektoren

a—b=a+(-b)

Mathematisch: Die Gesamtheit der Vektoren bilden eine (kommutative) Grup-
pe (neutrales Element: Nullvektor 0, inverses Element: antiparalleler Vektor —a).
Multiplikation

Zwischen Vektoren kéonnen Multiplikationen definiert werden:

l1.a-b inneres oder Skalarprodukt (dot product)
2.axb dukeres, Kreuz- oder Vektorprodukt (cross product)

(Auberdem: a ® b Tensorprodukt, wird vorerst nicht benétigt)

Skalarprodukt
a-b=a-b-cost

Das Skalarprodukt entspricht der Projektion der Vektoren aufeinander.

andere Schreibweisen: (a, b), (alb)

Das Skalarprodukt ist distributiv: (a4+b)-c=a-c+b-c

Zwei endliche Vektoren mit verschwindendem Skalarprodukt sind orthogonal zu-
einander, denn:

a#0,b#0,a-b=0 = cosq?zO,ﬁz%,aJ_b

13
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a.

o

bc
C

-~ —

(a+b)-c
C
Abbildung 1.10: Distributivitat des Skalarproduktes

Weiterhin gilt:

allb = cosv=1 a-a=da’ = la=+a-a

Mit dem Skalarprodukt kann man also Langen messen. Angewendet auf e;:

& =1, & -e; =0firi#j

1 i=j

- Kronecker-Symbol
0 @77

:>ézé]:(5”:{

Berechnung des Skalarproduktes aus den Komponenten:
a - b = ((Ilél + CLgég + a3é3) . (blél + bgég + bgég)
=ab)1-1+... (9 Terme)
= ‘ a1b1 + (1262 + agbg ‘

14



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

t
1

Abbildung 1.11: Veranschaulichung des Kronecker-Symbols

Eine etwas elegantere Variante zur Berechnung des Skalarprodukts ist folgende:

3

3 3
a-b= (Z a;€;) - (Z bje;) = Z a;b;€; - €;
j=1

i=1 ij=1

3 3
= Z aibjéij = Z aibi = albl + a2b2 + CL3b3

ij=1 i=1

Anmerkung Das Kronecker-Symbol macht aus der Doppelsumme eine Einfach-
summe.

Mit dem Skalarprodukt kann man neben Langen auch Winkel messen:

a-b
cost) = -
Vektorprodukt

Das Vektorprodukt ordnet zwei Vektoren einen dritten zu: ¢ = a x b.
Der neue Vektor ergibt sich aus zwei Regeln:

1. ¢ =absin¥ mit J = <(a,b)
Der Betrag c entspricht dem Flacheninhalt des von a und baufgespannten
Parallelogramms.

2. c steht senkrecht auf a und b und zwar so, dass (a, b, c) ein Rechtssystem
bilden. Diese Regel macht nur in drei Dimensionen Sinn.

Das Vektorprodukt stellt einen Drehsinn dar.
Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ (im Gegensatz zum Skalarprodukt):

15



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

Abbildung 1.12: Veranschaulichung des Vektorproduktes

m L=rxp
v =mrxXv

Y

Abbildung 1.13: Physikalisches Beispiel: Drehimpuls L

axb=-bxa
Zwei endl. Vektoren mit verschwindendem Vektorprodukt sind kollinear, denn:
a#0,b#£0,axb=0 = sind=0,9=0,al| b

Das Vektorprodukt ist distributiv (wie SP): (a+b) xc=axc+b xc
Beweis:  Wir zerlegen a und b beziiglich c:

a a, a:a||+aL
b:b||+bJ_

ay C

Abbildung 1.14: Zerlegung von a bzgl. c

Behauptung: a x ¢ = (aj +a,) X c Za, xc
Unterbeweis:

T

L =a,-c=a-sind-c=laxc]|

1. la; xc|=a, -c-sin

16



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

2. Die Richtung von a X ¢ und a; X c stimmen iiberein.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit (O.B.d.A) nehmen wir an, dass a und b
senkrecht zu c¢ stehen.

axc ist auch in der
b xc (a,b) — Ebene
((a+b) x ¢ ] um 90° gedreht

Abbildung 1.15: Veranschaulichung zum Be-
weis der Distributivitét

= Das Kreuzprodukt mit ¢ dreht die Richtungen aller drei Vektoren in der (a, b)-
Ebene um 90 Grad. Teilung durch ¢ bewirkt, dass die Léngen unveréndert bleiben.
1 1
“[(a+b) x ¢ = ~[((ax ) +(bxc)
= (a+b)xc=(axc)+ (bxc) g.e.d.

Bemerkung Der Beweis ist dhnlich wie beim Skalarprodukt, Projektion wird
durch Rotation ersetzt.

Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ: a x (b x c) # (axb) x ¢

Lineare Unabhangigkeit und ONS

Wenn zwei Vektoren parallel (kollinear) sind, dann gibt es reelle Zahlen «, 5 # 0,
so dass: aa + fb = 0 = a, b sind linear abhdngig.

Allgemein: n-Vektoren agy,...,a, heifsen linear unabhdingig, falls die Gleichung
ZLI o;a; = 0 nur durch oy = - - - = a,, = 0 erfiillt werden kann. Andernfalls nennt
man sie linear abhdngig.

Die Dimension eines Vektorraums ist gleich der maximalen Anzahl linear unab-
héngiger Vektoren und hochstens so grofs wie die Raumdimension. In einem n-
dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von n linear unabhéngigen Vektoren

17
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eine Basis, d.h. jeder beliebige Vektor kann als Linearkombination der Basisvekto-
ren dargestellt werden. Normalerweise konstruiert man dafiir ein Orthonormalsys-
tem (ONS): e;-€; = ¢;;. Der gleiche Vektor kann in verschiedenen ONS dargestellt
werden:

Insbesondere gilt dies fiir die Einheitsvektoren selbst:
3
&= diey
k=1

3
= €€, = E dj €k - €y = djpy, = €y, - €;
k=1
3

3
:a-éi: E Ejéj-}:@: E akék-
k=1

J=1

3 _
Doy dikar = @

o
vl
I

Fiir ONS gibt es also eine lineare Abbildung zwischen den Komponenten.
D = (dix)1<i j<s ist eine Drehmatriz.

Determinante

Die Determinante ordnet einer quadratischen Matrix einen Skalar zu.

ayjy a1 ... QAip
. a21 Q29 ... QA9p
Sei A := ]
Ap1 A2 ... QGpp
= det A = Z sign(P) a1 pay - -+ - Qn, P(n)
Permutation P
Von einer Menge {1,...,n} gibt es n! Permutationen.

Fiir eine Matrix mit n=2 ergibt sich:
det A = sign(12) a1y azy + sign(21) aip as1 = ai1 azx — a2 an
Fiir eine Matrix mit n=3 ergibt sich:
det A = ay1(axas3 — axa32) — ai2(a21a33 — axa31) + ar3(aas2 — azas)

Dabei erkennt man in den Klammern wieder zweidimensionale Determinanten.
Hier handelt es sich um die Entwicklung der dreidimensionalen Determinanten
nach der ersten Reihe. Generell kann man nach jeder Reihe oder Spalte entwickeln
und man wahlt immer diejenige, die am meisten Nullen enthalt.

18



Kapitel 1 1.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 1: VEKTORALGEBRA

SN

1 2 3
/N /N /N
12 13 21 23 31 32
| | | |
123 132 213 231 312 321

Abbildung 1.16: In n = 3 gibt es 3! = 6 Permutationen.

Das Levi-Civita-Symbol
Fiir die kartesischen Basisvektoren haben wir
€] X €y =€3, €3 X 63 =€, €3 X €] = &,
Aufserdem gilt
€ € =0
Damit folgt

1 falls (4,4, k) zyklisch zu (1,2, 3)
& - (& x &) =:g;p, =< —1 falls (4,7, k) antizyklisch zu (1,2, 3)

0 sonst

Das Levi-Civita-Symbol e;j, ist der komplett antisymmetrische Tensor dritter
Stufe. Es kann folgendermafen durch Kronecker-Symbole ausgedriickt werden:

Ekim = Ok1(0120m3 — 0130m2) + Ok2(0130m1 — 0110m3) + Ok3(9116ma — G120m1)

B diz O3 diz O o O
= 5k1 det (5m2 5m3) + 5k2 det <5m3 5ml) + 6k3 det <5m1 5m2>

Ok1 Ok2 Ok
=det [ 0 I O3
5m1 5m2 5m3

Mit dem Levi-Civita-Symbol kann man jetzt schreiben:

3
e, Xe; = E €ijk €k
k=1

19
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Abbildung 1.17: Veranschaulichung zum Levi-Civita-Symbol

Die Determinante einer 3 x 3 Matrix kann unter Verwendung des Levi-Civita Sym-
bols folgendermafien geschrieben werden:

3
det A = Z €ijk A14 Q25 A3
ijk=1
Berechnung des Vektorproduktes mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols
Fiir das Kreuzprodukt ergibt sich jetzt:

3 3
c:axb:(Zaiéi) X (ijéj) = Zalb]él Xéj: Z aibjgijkék

=1 1,j=1 ,5,k=1

3 3
=1 Jj=

3
= | ok = D_i o1 Eijk ib;

Ausschreiben in die einzelnen Komponenten ergibt somit:

c1 = agbs — asby
Cy = a3b1 — a1b3

C3 — Cllbg — Clle

3 e ey e3
=axb= E €ijk Qg bj ék =det a1 ay a3
i,7,k=1 b1 b2 bg

20
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PN b2
Y
3~ ~ b3
Y

Abbildung 1.18: Merkregel zur Berechnung des Vektorproduktes

Ho6here Vektorprodukte
Doppelkreuzprodukt : (a x b) x c
Spatprodukt : (a xb)-c

Der Betrag des Spatproduktes ist das Volumen des Parallelepipeds, das von a, b
und c aufgespannt wird.

U il ?
P s !
7 7
. / . /
—_ Y 7 /
/ , /
/ , /
/ /
/
c-cosy c 4, ______ -
19 7
7
!/
b /-
s

Abbildung 1.19: Spatprodukt als Volumen eines Parallelepipeds

Vorzeichen: + — Rechtssystem, - — Linkssystem.
Folgende Beziehungen lassen sich beweisen:

3 a; ao as
a- (b X C) = E Eijk Q4 bj Cp, = det bl bg b3
i,5,k=1 C1 Cy C3

ax(bxc)=Db(a-c)—c(a-b)
Die letzte Beziehung ist als Entwicklungssatz oder BAC-CAB-Regel bekannt.
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Ausblick zu Tensoren

Bisher wurden Skalare, Vektoren und Matrizen unterschieden. Tatséchlich lassen
sich diese Begriffe vereinheitlichen.

Definition: Ein Tensor ist eine multilineare Abbildung, die invariant unter Dre-
hungen und Drehspiegelungen ist. Ein Tensor n-ter Stufe im R? ist eine indizierte
Grofse mit n Indizes. Er hat also 3" Komponenten.

Tensor 0. Stufe —  Skalar
Tensor 1. Stufe —  Vektor
Tensor 2. Stufe —  Matrix

Ein Tensor 2. Stufe ist also mehr als eine Matrix 7' mit Komponenten ¢;;. Die
lineare Abbildung b = T'a muss invariant sein unter einer Drehung, die durch die
Drehmatrix R beschrieben wird. Die fiihrt auf die Bedingung 7/ = RTR ™.

Ein einfaches Beispiel ist das direkte Produkt zweier Vektoren definiert durch

a1b1 a1b2 a1b3
tij = a;b; = g =a®b=|ab; asby asbs
agbl a3b2 a3b3

Zusétzlich zu a-b (Skalarprodukt) und a x b (Vektorprodukt) haben wir also noch
T = a®b (direktes Produkt) als mogliche Verkniipfung zweier Vektoren. Dabei
entsteht jeweils ein Tensor anderer Stufe. Andere Beispiele fiir Tensoren:

0;; Tensor 2.Stufe

eiji.  Tensor 3.Stufe

Z ijk€imk  Tensor 4.Stufe, durch Verjiingung eines Tensors 6. Stufe gewonnen
k

In der Physik gibt es viele Tensoren, wichtige Beispiele sind der Tragheitstensor
in der Klassischen Mechanik und der Spannungstensor in der Elastizitétstheorie.

1.4 Mathematischer Einschub 2: Vektoranalysis

Verschiedene Trajektorien r(t) konnen zur gleichen Raumkurve fithren.
Raumkurve = Menge aller Punkte {r(¢)|t; <t <t}

Die vektorwertige Funktion r(¢) ist nur eine mogliche Parametrisierung der Raum-
kurve. Die gleiche Raumkurve kénnte auch doppelt so schnell oder in umgekehrter
Richtung durchlaufen werden.
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A 4
—_

Abbildung 1.20: Veranschaulichung einer Raumkurve

Beispiele fiir Raumkurven
1) Kreisbewegung in der x-y Ebene
Die Funktion

Rcosp) R coswt
r(t) = [ Rsing =" | Rsinwt
0 0

ist eine mogliche Parametrisierung der Kreisbewegung.

y

ar
./

Abbildung 1.21: Raumkurve einer Kreisbewegung

Der Umlauf eines Kreises betragt 27 und es gilt:

21 ;
2r =Wl & w = ? [Z; Krgsegg(?lfenz
—sinwt
dr sin w dr
—=r=Rw| coswt | =>v=|—| =Rw
dt 0 dt

23
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2) Schraubenlinie

R coswt
. . b Geschwindigkeit in z-Richtung
r(t) = | Rsinwt [zozb%ﬂ Ganghéhe
bt

Abbildung 1.22: Raumkurve einer Schraubenlinie

dIr — Rw sin wt
%:1‘: Rwcoswt | = v=+VR2w?+b2> Rw
b

Um die Raumkurve einer Schraubenlinie zu simulieren, kann man folgende Code
benutzen:

helix[t_] := {r Cos[t], r Sin[t], b t}

r = 1; b = 0.1; tmax = 2 Pi;

ParametricPlot3D [helix[t], {t, 0, tmaxl}]

Bogenldnge

Was ist die Lénge L einer Raumkurve (Bogenldinge)?

Sie sollte auf jeden Fall unabhéngig von der gewihlten Parametrisierung sein!
Wir zerlegen das Intervall [to, t,] in n Teilintervalle der Lénge

At =tlo = =ty +i- At

Approximation durch Polygonzug:

24
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Abbildung 1.23: Approximation einer Raumkurve

~|r(t;) —r(ti1) noeo [ |dr(t)
L= Z| —r”!—zl—m At ||
Invarianz unter Umparametrisierung: neue Parametrisierung durch «
dr dr du Substitutions— dr
t=t(u) = L= dt = — | |=|dt i duv’
(W) / dat / du| | dt regel / du|
Bogenlange als Funktion der Zeit:

" ldr(t)
s(t) = / dt/
0= |7
d dr(t
dj I;Z(t) >0 bei Bewegung: Bogenldnge wéchst monoton

= Umbkehr ist eindeutig, ¢ = t(s)

= Parametrisierung nach der Bogenlinge oder natirliche Parametrisierung

r(t) — r(t(s)) = r(s)
Beispiele

Kreisbewegung

ds s
v=R-w= o =>S—th=>t—m
COoS

=r(s) =R | si

= v B

n
0

25
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Ein Umlauf entspricht s = 27 R, also genau dem Umfang.
Schraubenlinie

v=+vVR2w2+0b2 = d—j = const.

Rcos“’TS
=>s=v-t => r= Rsin%
bs

(2

Begleitendes Dreibein

Auch das Koordinatensystem kann auf die Bahnkurve bezogen werden:
begleitendes Dreibein = ONS, das mit dem Massenpunkt mitwandert

Tangentialeinheitsvektor

Normaleneinheitsvektor

x N Binormaleneinheitsvektor

= Rechtssystem, (‘E,ﬁ,B) sind Funktionen der Bogenldnge s. Regeln fiir die

w

A
»
>
=y o

A 4
—_

Abbildung 1.24: begleitendes Dreibein

Ableitung von zeitabhéngigen Vektoren:

CLF0a(0)] = F(t)al) + f(D)a()
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%[a(ﬂ “b(t)] = a(t) - b(t) +a(t) - (1)
%[a(t) x b(t)] = a(t) x b(t) +a(t) x b(t)

Die Beweise erfolgen komponentenweise.

Beweis Einheitsvektor é(t) ist orthogonal zu seiner Ableitung é()

.oy
_a _ v
t=ra7 = %

dt dt

Bei Parametrisierung durch die Bogenlénge: r = r(s(t))

drds gy
= dsdt _ ist automatisch fert
= s = dS 1ST automatisCcn normier

dt

Im allgemeinen Fall dndert t(s) seine Richtung;

dt 1
d—(s) =:k(s) Krimmung, p:=— Krimmungsradius
s K
Beispiele

Kreisbewegung

c_de T 8”(1(5%) . dt 1 COSE%;
= — =1 cos(2 — = — | —sin(2
ds R ds R R
0 0
t 1
= K= 3—8 =5 p=R (héngt nicht von s ab)
Schraubenlinie
R gin (<)

t=| £cos(%) v=VRWw+?
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3

P
NI

Abbildung 1.25: Veranschaulichung des Tangentialeinheitsvektors

>

.. . 2 Rw? VP
Uberpriifung: |t‘ =2 te= 1 v
Ruw? ws
A — & cos(“2
@ = —éj“} Sin((w—vs))
d v v
° 0
N Ruw? Ruw? 1 _ 1
KR = = = J—
v R+ R+ R

b? "
p:R+W>R fiir b # 0
Die Kriimmung der Schraubenlinie ist kleiner als beim Kreis (der Kriim-
mungsradius ist grofer), weil die Bahnkurve gestreckt wurde.

e

Abbildung 1.26: Kriimmungsradius einer Schraubenlinie
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Definition Normaleneinheitsvektor

G g db_di
|k _pds ds
ds

= kN

Die von t und h aufgespannte Ebene heifit Schmiegeebene. Erfolgt die Bewegung
in einer festen Ebene, dann ist dies die Schmiegeebene. Im allgemeinen Fall dreht
sich das Dreibein aus der Schmiegeebene heraus. Dann &dndert sich auch der Bi-
normaleneinheitsvektor.

B—Exﬁ:@—d—fxﬁ+f:x@:> @J_f:

B ds ds ds ds
Auferdem gilt:

db . _ db

== 1 — = —7-1 N

7 b= 7 TN (da ONS)

7 Torsion oder Windung

o= % Torsionsradius

Bewegungsgleichungen fiir das Dreibein:

. db .
K|, — = —7n

ds

ds

Was ist mit % ?

bxt=-txb=—txtxn =" _(§t.a)-niE-t)=n

satz

dhv db . . dt . .
:}EZEXt—i-bX%:—T(nXt)—'—fi(bXn)
dn . N
= Is =7b — Kkt Frenet’sche Formeln
s

Allgemeine Formeln (ohne Beweis): Falls keine Parametrisierung nach der
Bogenlange moglich ist, kann man diese Formeln anwenden.

i ~det (i §, ¥)

- It x i]?

Bei Parametrisierung nach der Bogenlénge ergibt sich:
det(r, ¥, T')

k= |t|, T= o
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Begleitendes Dreibein

Bogenlange:

s(t) = /t:

Tangentialeinheitsvektor und Kriimmung;:

dr(t")
dt’

dy e,y t(s) (In Bahnkurve einsetzen)

dt
£<8)

I dr Kriimmung

t= ‘—£—>/€(S):=

Normaleneinheitsvektor:

Sl

d 2
g _ ldt

n= = =—
di K ds

ds

Binormaleneinheitsvektor und Torsion:

db

b=txi — 7:=|—
ds

Merkregel Frenet’sche Formeln: Um sich die Frenet’schen Formeln zu
merken kann man sie in Matrix-Form aufschreiben.

% 0 k 0 t
‘;—‘; =|-x 0 7 n
db 0O —7 0 b

Ohne Beweis: Kriimmung und Torsion sind invariant unter orientierungserhal-
tender Umparametrisierung. Bei einer orientierungsumkehrenden Umparametri-
sierung bleibt x gleich und 7 &ndert sein Vorzeichen.

Beispiele

~

Kreisbewegung b =e;

db
= —=0=7=0
ds
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Schraubenlinie

—cos(%?)
Normalenvektor i = | —sin(“*) (wie bei Kreishewegung)
0

S1n
b C
v

e |

—~

ws
v

(w

[ —

Binormalenvektor b = | —

@}
)

)| # e, fiir b #£0

<

e|§0

bw bw =0
v R2w? 4+ b2

Geradlinige Bewegung: k =7 =10
Wurfparabel: 7 =0
Elliptische Schraubenlinie:

Torsion 7 =

ap cos(wt)
r = | agsin(wt)
bt
Zykloide
Ry + Rsingp @+ sing
r(¢) = R+ Rcosp | =R |[1+cosyp
0 0

Abbildung 1.27: Zykloide

Gekriimmte Schraubenlinie: Bewegung auf der Oberflache eines Torus

(a + Rcosv)cos g
r(p,9) = | (a+ Rcos?)sing
Rsinv

z.Bsp: ¢ = wit, U = wot
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7 a

Abbildung 1.28: Torus

Exkurs: Anwendungen von Raumkurven auBerhalb der
Klassischen Mechanik

1. Polymerphysik

H H
|
Polymere sind Kettenmolekiile, z.Bsp. Polyethylen (PE) [— c-cC —]

H H n

\m

Abbildung 1.29: Polymer als Kette

Bogenldnge L = Lange des Polymers
Energie des Polymers: Funktion von L, k, 7

Wichtigstes Modell in der Polymerphysik: semiflexible Kette

ko[- , k[t dt,
H=— [ dsk(s)* = = | ds(—)° (KRATKY und POROD ’49)
2 Jo 2 Jo ds

k Biegesteifigkeit (elastische Konstante)

}‘E! = 1 Parametrisierung nach der Bogenldnge (L = const)
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Kapitel 1 1.4. MATHEMATISCHER EINSCHUB 2: VEKTORANALYSIS

2. Superstringtheorie
Dimension d = 1 (Zeit) + 9 (Raum) = 10

Jedes Teilchen ist ein eindimensionales Objekt im Raum (String). Strings

t

Y

~

O

Xl
Abbildung 1.30: Weltflachen in der Stringtheorie.

konnen offen oder geschlossen sein.

S Wirkung (skalare Grofe)

TO T B Ze'ig

_ -0 — s ogenléange

S = — - dr dS\/ Y To Spannung
¢ Lichtgeschwindigkeit
0% Metrik

Hierbei handelt es sich um ein Integral iber Weltflachen.

Um sich das Dreibein besser vorstellen zu konnen, kann man den folgenden Wolf-
ram Mathematica (unten findet man eine kurze Einfiihrung) Code verwenden:

(*Parameter fuer die Schraubenliniex*)

r = 1; (xRadius der Helix*)
b = 0.2; (*xSteigung der Helixx*)
tmax = 8 Pi; (*Maximale Laenge der Helix*)

(*Schraubenlinie in vektorielle Formx)
helix[t_] := {r Cos[t], r Sin[t], b t}

(*Ableitungen zur Berechnung des Frenet-Dreibeinsx*)
Tangentx [t_] :=
Evaluate [D[helix[t], t]/Norm[D[helix[t], t]]]1 (%
Tangentenvektor *)
Normalx[t_] :=
Evaluate [
D[helix[t], {t, 2}]/Norm[D[helix[t], {t, 2}]11]1 (%
Normalenvektor *)
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Binormalx[t_] := Cross[Tangentx[t], Normalx[t]] (*
Binormalenvektor *)

(#*Manipulate zur Darstellung eines Teilchens mit Frenet-
Dreibein auf \

der Helixx)

Manipulate [

Module [{helixPlot, particlePosition, tangentVec, normalVec,
binormalVec, particlePos}, (¥*Schraubenliniex*)

helixPlot =

ParametricPlot3D[helix[t], {t, O, tmax},

PlotStyle -> {Thick, Bluel}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"},
Boxed -> False, PlotRange -> All, Mesh -> Nonel;
(¥Position des Teilchens*)particlePos = helix[tPart];

particlePosition =
Graphics3D [{Red,

Sphere [particlePos, 0.1]} (*Teilchen als rote Kugelx*)];
(*Tangenten-,Normalen-und Binormalenvektor berechnen*)

tangentVec = Arrow[{particlePos, particlePos + Tangentx[tPart
1}1;

normalVec = Arrow[{particlePos, particlePos + Normalx[tPart
1315

binormalVec = Arrow[{particlePos, particlePos + Binormalx[
tPart]}];

(¥Darstellung der Vektoren (Tangente ,Normale,Binormale) )
vectors =
Graphics3D [{{Green, tangentVecl}, (xTangentenvektor*){Blue,
normalVecl}, (xNormalenvektor*) {Purple,
binormalVec} (*Binormalenvektorx*)}];
(x*Kombiniere die Helix,das Teilchen und das Frenet-Dreibein*)
Show [helixPlot, particlePosition,
vectors]], (*Slider fuer den Parameter tPartx*){{tPart, 0}, O,
tmax,
Appearance -> "Labeled"}]

Kurze Einfiihrung in Wolfram Mathematica: Es ist eine Software fiir numeri-
sche Berechnungen, Datenvisualisierung und technische Programmierung. Als Stu-
dent der Universitdt kann man es kostenlos herunterladen und benutzen. Detail-
lierte Beschreibung findet man hier: https://www.urz.uni-heidelberg.de/de/
service-katalog/software-und-anwendungen/mathematica.

1.5 Von Beschleunigung zu Bahnkurve

Da die Beschleunigung als die zweifache Ableitung der Bahnkurve folgt, muss die
Umkehrung eine zweifache Integration sein.
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Integral einer Funktion f(t): f(p
/ £ dt hmZAtf 1+ i)
to n—0o0
Geometrisch handelt es sich um den Flachen-
..... > t

inhalt unter der Kurve. t H
0 n

Beziehung zur Ableitung:

d
dt dt fE) = 1#) Hauptsatz der Differential-
tn df und Integralrechnung
/ d(t it = 59 st
to
Die Ubertragung auf vektorwertige Funktionen erfolgt wieder komponentenweise:
tn j; nl‘l t
/ r(t)dt = ft zo(t)
t,
0 j;fo I‘g t

Fiir einen Massenpunkt haben wir also:

1. Ortsvektor

3. Beschleunigungsvektor

=> it)e

i=1
Um den Beschleunigungsvektor (komponentenweise) integrieren zu kénnen, beno-

tigen wir noch Anfangsbedingungen:

v(ty) = const. =vq, r(ty) = const. =rg
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Gegeben: a(t)

t
= v(t) = vy +/ dt" a(t")

to

to

= |r(t) =1+ vo(t —to) + /t dt’ [/t:/ dt” a(t”)]

Die Richtigkeit dieser Formel kann durch Ableitung tiberpriift werden:

() =vg+ / t dt" a(t")
r(t) = a(t) v

Auch die Anfangsbedingungen stimmen:

I‘(to) =TIy, I‘(to) = V(to) = v

Beispiele

verschwindende Beschleunigung: a(t) =0

= v(t) = vo
= I'(t) =Ty + Vo(t — to)

Abbildung 1.31: geradlinige Bewegung

geradlinig: in Richtung von v
gleichformig: in gleichen Intervallen werden gleiche Strecken zuriickgelegt.

Beispiel: Raumschiff

36



Kapitel 1 1.5. VON BESCHLEUNIGUNG ZU BAHNKURVE

konstante Beschleunigung: a(t) = ag
= V(t) = Vo + a()(t — to)

t
= I‘(t) =ro+ Vo(t — to) + / dt’ ao(t/ — to)

to

1 1
=10+ Vot —to) + a0(§t2 — §t02 — (t — to)to)

1
=Ty -+ Vo(t — tg) + 5&0(25 — t0)2

Abbildung 1.32: Wurfparabel bei gleichméfig beschleunigter Bewegung

Die gleichmiRig beschleunigte Bewegung ist die Uberlagerung einer gerad-
linig gleichférmigen Bewegung mit vy und einer geradlinig beschleunigten
Bewegung mit ag.

Beispiel: Schneeball, Kanonenkugel

Ein Spezialfall ist der freie Fall:

0
V0:07a0:g 0 7t0:0
—1

1
= Fallstrecke s = |x3(t)| = égtz

Erdbeschleunigung g = 9.81 m/s?
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MITBEWEGTEN SYSTEM

/

Abbildung 1.33: Weg-Zeit-Diagramm fiir freien Fall

1.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung im
mitbewegten System

0 dr dr ds ¢
Vv = —= — — = v
dt ds dt
= Geschwindigkeitsvektor ist tangential
a(t) d’r _dv _ . N dt - dt ds Frenet & 4 oten
= — = — =9 V— = 0 V—— = 0 VK
dt? dt dt ds dt
Die Beschleunigung liegt also in der Schmiegeebene und hat 2 Anteile:
a; = v Tangentialbeschleunigung
2
a, = kv = v Normalbeschleunigung
p

Eine Bewegung kann also beschleunigt sein, obwohl v = 0. Dies spiegelt wieder,
dass ein Vektor sowohl Betrag als auch Richtung hat.

Beispiel

Kreisbewegung (gleichférmig)

d
ay = E(Rw) =0 daw = const.
1
a, = E(Rw)Q = Rw® Zentrifugalbeschleunigung

Physikalische Probleme haben oft rdumliche Symmetrien, die man ausniitzen kann,
um Geschwindigkeit und Beschleunigung auszurechnen.
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KOORDINATENSYSTEME

1.7 Mathematischer Einschub 3:
Koordinatensysteme

Wenn moglich, verwendet man ein Koordinatensystem, das der Symmetrie des
Problems angepasst ist. Der Ubergang von einem Koordinatensystem ins andere
muss wohldefiniert sein. Die drei wichtigsten Félle werden nun vorgestellt:

1. kartesische Koordinaten

X1
r = )
€3

2. Zylinderkoordinaten

pCos p
r=| psingp
z

Hier muss man zwischen dem Betrag p in der x-y-Ebene und dem Gesamt-
betrag r = \/p? + 22 unterscheiden.

AN

P ) 1

(

Abbildung 1.34: Zylinderkoordinaten

3. Kugelkoordinaten
r sin 1 cos ¢

r = | rsindsinp
r cos ¥
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Abbildung 1.35: Kugelkoordinaten

Die drei Koordinatentupel (xy, z9,x3), (p, ¢, z) und (7,9, ¢) beschreiben den glei-
chen Ort. Deshalb muss es Transformationen geben, die an (fast) jedem Punkt P
(lokal) umkehrbar sind.

Dabei bedeutet:

fiir fast jeden Punkt: darf in Bereichen niedriger Dimension verletzt sein
lokal: gilt in einer Umgebung von P

X, KS 1 P KS 2

Abbildung 1.36: Veranschaulichung zur Koordinatentransformation

Beispiel
Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten mit z = 0 bzw. Kugelkoordinaten mit J =

3)
_ )22
T, =71CoS QP =21+ X
=

. T
Ty = TSI © = arctan 22 fiir x1 > 0 (sonst +m)
x

= alle Paare (r = 0, ) werden auf z; = x5 = 0 abgebildet.
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arctan(x)

s
—Jﬂ: x,>0

/

|
)

Abbildung 1.37: Berechnung des Winkels in Polarkoordinaten.

= Umkehrung fiir » = 0 ist nicht eindeutig, aber das ist nur eine eindimensionale
Ausnahme.

Wie stellt man die (lokale) Umkehrbarkeit sicher?
Wir betrachten eine allgemeine Variablentransformation

yi = yi(T1, 22, 73) 1<i<3

Differentielle Anderungen in z; miissen eindeutig mit differentiellen Anderungen in
y; zusammenhéngen (und umgekehrt). Wir betrachten dazu ein beliebiges skalares
Feld ¢ = ¢(x1,x9,23), das z.B. fiir eines der y; steht. Die Abhéngigkeit von ¢
von einem der drei x; wird durch eine partielle Ableitung charakterisiert:

Do ’ o(x1 + Az, 29, 23) — @(21, T2, T3)
— im

8,’1]1 Az1—0 AIl

Bei einer partiellen Ableitung wird nur eine Variable gedndert und die anderen
bleiben fest. Die partielle Ableitung dy/0z, beschreibt also die Anderung von ¢
parallel zur Koordinatenachse x.

Andere Schreibweisen:

Dy Oy
(a_x1>3327333 = 8_561’:1?27333 = am@ = 81(10 = Pz, = P

Beispiel

Radius r in Polarkoordinaten

or 0 $-2-1 )
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Abbildung 1.38: Veranschaulichung der partiellen Ableitung

Die Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen sind im wesentlichen gleich zu de-
nen fiir normale Ableitungen. Die partielle Ableitung von Vektoren erfolgt wieder
komponentenweise.

Beispiel

Coulomb- oder Gravitationskraft

r 1
F(r) = a- 3 r= (25 + 23+ 23)2
OF, %) T 1 3.2-m 1 322
or, 8:51(@ r3) N a<r3 - rd ) = Oé(?*” s )
oF, 0 T 3axox
9~ an ) 5
oy _ i(a @) _ _ Saxsm
or,  Ory 3’ 7o
IF o r? — 3:6%
:>a— = = —3x129
11 r —3x123

Partielle Ableitung von Vektorprodukten:

0 Oa Ob
0 Oa
aIi(axb):8% ><b+a><8$i
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Satz aus der Analysis (ohne Beweis)

Die gemischte partielle Ableitung ist vertauschbar (vorausgesetzt die Funktion ist
zweimal stetig partiell differenzierbar):
¢ 0 (ago) 0 (ago) R
ail'jal'i N aill'j (9:172 N &I;Z 8.1']‘ N axl(?xj

Beispiel
¢ = 2T
D?p 0 4 Dy
8.’1716372 8;1:1 (ml) 1 (91:2 ( wle) 8x28x1

Bisher haben wir die (x1, x9, z3) nur in eine Richtung gedndert. Wir dndern jetzt
(21, T2, x3) mit Hilfe einer Bahnkurve r(t), Az; = ;(t + At) — z;(t).
= Differentialquotient

o(z1 + Axy, 29 + Ay, 23 + Azg) — ©(21, T2, 73)
At
1
= A [gp(zl + Az, 29 + Axg, x5 + Axs) — o(21, 22 + Axg, x3 + Axy)

D =

+ o(z1, T2 + Axo, k3 + Axz) — @(x1, 9, 3 + Axs)
+ @(x1, 2, x5 + Axz) — (21, Ta, T3)]

1 A
= — (@1 + Azy, 2o + Azg, 25 + Axsg) — (21, 22 + Axa, 25 + Ang)| —— 7
Al’l At
1 Ax
Aty [90(561, Ty + Axg, 23 4+ Axs) — (21, T2, T3 + A5U3)} T;
1 Ax
A_xg [90(56'1,%2,373 + Ax3) — 90($1,ZU2,$3)] Ttg
A ’ v dx;
t—0 i .
= A h
— ; Bz, di dt totale Ableitung von ¢ nach t

Vergleiche Kettenregel:
de(z(t)) _ dp dx
dt  dr dt

= Die totale Ableitung ist eine Verallgemeinerung der Kettenregel. Sie setzt sich
additiv aus den Betrigen der verschiedenen Koordinatenrichtungen zusammen.
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Totale Ableitung und Nabla-Symbol

Die totale Ableitung kann auch als Skalarprodukt geschrieben werden:
8@ dt Ve

wobei Vo  Gradient von o, V  Nabla-Symbol

Op
o1

_ |
Vo = grad(p) = | 5=

99
ox3

Die drei Komponenten sind genau die drei partiellen Ableitungen.
0
851

V = Differentialoperator

O3

Wir schreiben jetzt die Anderung von ¢ so, dass sie unabhéngig ist von der Para-
metrisierung der Raumkurve r(¢):

3
dp
= d

Jetzt iiberlegen wir uns, in welche Richtung man dr legen muss, damit sich der
Wert des Feldes nicht dndert, d.h. damit man eine Isolinie entlang geht:

i = V- dr totales Differential

0 =dp =Vyp-dr & Vy Ldr

Der Gradient steht also senkrecht auf den Flachen mit ¢ = const. Er zeigt in die
Richtung mit der groften Anderung in ¢ (bergaufwdrts). Ein Beispiel wire die
Funktion

1 1
1+ 23 + 23 T 1402

90(%@2)

Diese Funktion ist rotationssymmetrisch und die Isolinien sind somit Kreise.
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(‘P(Xl’xz)

Abbildung 1.39: Gradient zu einer Funktion mit Maximum.

Beispiel

Radius 7 in Polarkoordinaten: r = /23 + x3

or z1
_ 0. _ r _ _
Oz T r

| =
>

’

Abbildung 1.40: Gradient fiir den Radiusbetrag.
of(r) _df or x;
dxr;  dr Ox; Fr) r
= |V f(r)= f(r)-é
f(r)y=r = Vf=¢éV
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Zuriick zum urspriinglichen Problem: Wir betrachten eine Koordinatentransfor-
mation y; — x;, fiir die wir die Umrechnungsformeln kennen (z.Bsp. Kugelkoordi-
naten: (r,¢,0) — (21,22, x3) = (rsinv cos ¢, rsin ¥ sin @, r cos )).

totales axz
= |dz; = — dy;
piff. | Z Y

In Matrix-Schreibweise:

Oz1 Oz Om

d, on o ows \ (4
dr — | 9z2 Oz2 Oxp d

2 o dy1  0Oy2  Oys Y2
dxs Ozz  Ozz Oxg dys

Oy1  Oy2  Oys

Auf der rechten Seite wird eine Matrix mit einem Vektor multipliziert.
Matrixmultiplikation

[5S
|

= (aij)i<icmi<j<r =

aml -+ Qmp

@
I

A-B

wobei man die Komponente c¢;; folgendermafen berechnet:

blj

Cij ;1 Q2 ... Qe ) b2j

br;

T
Cij = g it brj
k=1

Voraussetzung fiir die Multiplikation zweier Matrizen ist: Zahl der Spalten in A =
Zahl der Zeilen in B = r. Das gilt also insbesondere, wenn eine n x n-Matrix mit
einem n-Vektor multipliziert wird.

Die Matrix J = (g—Z;)lgi,jgg heifst Funktionalmatrixz oder Jacobimatriz. Eine
Umkehrung der Transformation y; — x; ist genau dann moglich, wenn die inverse
Matrix J ~! existiert.

X:é-yﬁé_IX:y,

S

at-1
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Jacobimatrix

Oz 0w Oy
d d d
axi Bgé Y2 Y3

J = () 1<ijes = | 2 Oxy  QOxy
J — 1,j<3 —
R R

dy1  Oy2  Oys

Satz zur Umkehrabbildung (ohne Beweis)

A1 existiert genau dann, wenn det A#0.

= Eine Koordinatentransformation ist genau dann lokal umkehrbar, wenn die

Funktional- oder Jacobideterminante J = det J = det(g—?)1§¢7j§3 # 0.

Beispiele
Polarkoordinaten (r,0) = (x1,22) = (rcos,rsinp)
_ [cosp —rsing
- \sinp rcosy

= J =cosp-r-cosp — sing- (—rsing) =r

[~

= Umkehrung méglich fiir » # 0

Dies stimmt auch mit unseren zuvor gewonnenen Erkenntnissen iiberein:

(r=0,9) = (0,0)
Zylinderkoordinaten (p, 0, 2) = (21, 29,23) = (pcos p, psinp, z)

cosyp —psingp 0
J = |sing pcosp 0 = J=p
0 0 1

Umkehrung méglich wie bei Polarkoordinaten fiir p # 0.

Dieselbe Rechnung kann man in Wolfram Mathematica auch durchfiihren:

rho*Cos [phi]
rho*Sin [phi]
z

i x1[rho_, phi_, z_]
2> x2[rho_, phi_, z_]
3 x3[rho_, phi_, z_]
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ortsvektor [rho_, phi_, z_] := {x1l[rho, phi, z], x2[rho, phi,
z], x3[rho, phi, z]}

5 jacobiMatrix = D[ortsvektor [rho, phi, z], {{rho, phi, z}}]

¢ jacobiDeterminant = Det[jacobiMatrix]

7 Simplify[jacobiDeterminant]

Kugelkoordinaten (r,9,9) = (x1, 22, x3) = (rsinv cos p, rsin ¥ sin ¢, 7 cos )

sindcosy rcosvcosyp —rsindsing
J = [ sindsing rcosdsing rsindcosyp = J = r’sin?
cos v —7rsin 0

Umkehrung méglich aufer fir = 0 oder ¢ = 0, 7 (Nord- oder Siidpol). Das
sind genau die Fille, bei denen ¢ aufgrund der Rotationssymmetrie um die
z-Achse nicht eindeutig ist.

Man kann mit Wolfram Mathematica das Ergebnis tiberpriifen:

1 x1[r_, theta_, phi_] := *Sin[thetal*Cos[phi]

2 x2[r_, theta_, phi_] := r*Sin[thetal*Sin[phi]

3 x3[r_, theta_, phi_] := r*Cos[thetal

. ortsvektor [r_, theta_, phi_] := {x1[r, theta, phil], x2[r,
theta, phil, x3[r, theta, phil}

5 jacobiMatrix = D[ortsvektor[r, theta, phil, {{r, theta, phi
3]

6 jacobiDeterminant = Det[jacobiMatrix]

7 Simplify[jacobiDeterminant]

Verkettung von Koordinatentransformationen

Zi — Yi — Z;

= X; = $i(y1(21722,23);y2(21722,23)71/3(21,22,2’3»

ox; 5 ox; Oyp

0z p Y 0_2]
:>i(r2) — J@y) . j2)

— det i(xZ)_: J(;) — det L](xy) det L](yZ) — J@y) jlyz)

Die Gesamttransformation ist eindeutig (J®?) # 0), wenn die Einzeltransforma-
tionen eindeutig sind (J®?), J@) £ 0).

48



Kapitel 1 1.7. MATHEMATISCHER EINSCHUB 3:
KOORDINATENSYSTEME

Spezialfall: z; = z;

= Jr) =1

1
(zy) _
=S = J ()

= Wenn die Hintransformation eindeutig ist, dann ist es auch die Riicktransfor-
mation.

Die Jacobi-Determinante hat eine wichtige geometrische Bedeutung. Wir betrach-
ten die lokalen Eigenschaften von Koordinatensystemen mit Hilfe von Bahnkurven

und Dreibeinen.
Koordinatenlinie = Bahnkurve, die entsteht, wenn nur eine Variable y; variiert

wird.

2D kartesisch 2D polar

X, X,

X1 ﬁy X1

gradlinig-orthogonal krummlinig-orthogonal

Abbildung 1.41: Beispiele von Koordinatenlinien

An jedem Ort im Raum definiert das Koordinatensystem also ein lokales Dreibein.
Dieses wird aufgespannt von den drei Einheitsvektoren:

. a1 or - or
v Or byi Oy v 0y
Oy;

49



Kapitel 1 1.7. MATHEMATISCHER EINSCHUB 3:
KOORDINATENSYSTEME

Beispiele

Polarkoordinaten (r, )

Abbildung 1.42: Basisvektoren bei Polarkoordinaten

Zylinderkoordinaten (p, ¢, )

p, ¢ wie bei Polarkoordinaten, nur dass wir jetzt p statt » verwenden.

Kugelkoordinaten (7,7, ¢)

sin 1 cos ¢
b,=1, e,=|sinvsing
cos v
cos 1 cos
by =r, ey= | cosvsiny
—sind

—sinp
b, =rsind, e,= | cosy

0
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XJS
€,
€:
€, X,
{ )(1

Abbildung 1.44: Basisvektoren bei Kugelkoordinaten

In allen drei Féllen gilt &, - &,, = d;; (Orthonormalsysteme).
Das lokale Dreibein definiert ein lokales Volumenelement: Wir berechnen das Vo-
lumen des Parallelepipeds, das von

or

o dy; = by,ey,dy;
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aufgespannt wird.

= dV :al-(agxag,)

Oz, Oza Oz3
gyl dyl gyl dyl gyl dyl
_ 1 T2 T3
- det ng dyQ ng dyZ ng dyQ
or1 ox2 or3
Y3 dy3 dy3 dy3 dy3 dy3

Oz1  Omy  Oxs
1 Oy1 Oun

_ Ox1 Oz Ozs
Ozy  Ory  Ozz

dys Oys  Oys
Oz Oz Om
Oy1 Oy2  Oys

= det g_if g—ii g—ﬁ dy dys dys

dxz  Ozz  Ozs
Oy1  Oy2  Oys
= Jdy, dy, dys

= byl by2 by3 é)’1 : (éyz X éys)dyl dyo dys3

= by1 by2 by3 dyl dyQ dy3

Hier haben wir verwendet: skalare Faktoren kénnen zeilenweise aus der Deter-
minante rausgezogen werden, das Transponieren éndert die Determinante nicht
und das Spatprodukt eines ONS ist gleich 1. Das Ergebnis ist, dass die Jacobi-
Determinante genau dem Volumenelement entspricht. Sie hangt mit den b,, iiber
die einfache Beziehung

J = by, by,by,

zusammen. Statt eine komplizierte Determinante auszurechnen, reicht es also, die
drei Gewichte auszurechnen und miteinander zu multiplizieren.

Beispiele

Polarkoordinaten

In zwei Dimensionen haben wir kein Volumen-, sondern ein Flachenelement:
dA = drdpr

Damit ergibt sich fiir die Kreisfliche A:

R 2 R 27 1
A:/ dr/ dgor:(/ rdr)(/ dgo):—R227r:7rR2
0 0 0 0 2

52



Kapitel 1 1.7. MATHEMATISCHER EINSCHUB 3:
KOORDINATENSYSTEME

X,

R
NI,

Abbildung 1.45: Fldchenelement in Polarkoordinaten

Zylinderkoordinaten
AV = pdpdydz

Damit ergibt sich fiir das Zylindervolumen V':

V= (/Odep)(/o%dgp)(/oLdz) = %R227rL = 7R°L

Kugelkoordinaten

dV = drdddpr?sind

r dd

r sin ¥ dp
— dr

—
—
—
—
—
—

Ny,
7

Abbildung 1.46: Volumenelement in Kugelkoordinaten.
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Damit ergibt sich fiir das Kugelvolumen V:

R ) T ' 2w 1 5 4 5
V:(/ rdr)(/ 31n19d19)(/ dgp) = -R22nr = -7mR
0 0 0 3 3

Die ¥-Integration kann {iber mehrere Weisen ausgefiihrt werden:

n -1 1 1
/ sin¥dd = —/ d(cos?) = / d(cos?) = / dx =2
0 1 —1 1

Die z-Integration nach Substitution ist besonders geschickt, wenn der Rest nur
von cos ¥} abhéngt, also wenn z.B. nur Skalarprodukte zwischen Vektoren und der
z-Achse vorkommen.

Teile der berechneten Volumina (z.B. Tortenstiicke) konnen jetzt einfach durch
entsprechende Einschrankung der Integralgrenzen berechnet werden. Aus den Er-
gebnissen fiir die Volumina kann man auch leicht Formeln fiir Schalen mit kleiner
Dicke herleiten, indem man néamlich das innere vom &ufseren Volumen abzieht. Im
Limes sehr diinner Schalen wird das immer die Flache mal die Dicke sein, wie
man leicht durch Nachrechnen sieht fiir Zylinder- und Kugelschalen. Die bend-
tigten Fliachen kann man ausrechnen, indem man die Radialkomponente festhalt
und nur iiber die Winkel integriert. Aus dem Vergleich von Volumina und Flachen
sieht man auch, dass diese sich immer durch einen Faktor unterscheiden, der der
Raumdimension entspricht.

Differentiale und Differentialoperatoren kénnen in krummlinige Koordinatensyste-
me umgeschrieben werden.

Differential des Ortsvektors:

3 3

or .

dr = E Oy; dy; = E by, dyi €y,
i=1 ¢ i=1

Polarkoordinaten: dr = dre, + rdye,
Zylinderkoordinaten: dr = dpe, + rdye, + dze,
Kugelkoordinaten: dr = dre, + rddey + rsind dype,

Wie schreibt sich der Gradient

Vo= |22
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in krummlinig-orthogonalen Koordinaten?

3

V‘P = Z(Vgp)yi éyi

i=1

1 Or 1 ,0xy 0p  Oxg Op  Oxg Op
( Qp)yz O 1 byi ay, v byi ( 0yz 61'1 + 8yz 8x2 + ayz 8x3
1 Oy
- b_yz ayl ( )yz
3
1 0
= |V = €y, —
i=1 Yi 8yl
Beispiel
Kugelkoordinaten
V=e g—i—é 12%—?& Li
~ or Y Y rsindg Op

Falls ¢ = ¢(r) kugelsymmetrisch = Winkelanteile fallen weg

Anwendung
.0 R
p=r = Vr=e—r=e,
or
Zum Vergleich: kartesisch
or 9
o1 ATy
_ _ 2 2, 2 _ _ &
Vr = ﬁ = | 922 rit+rstarxs=—|[|22| =6€, v
or 0 "\
Oxs Oxs 3

Bisher haben wir V auf skalare Felder angewendet. V kann aber auch auf Vektor-
felder angewandt werden.
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o fy

diinne Platte

X,

2
T

3D Plot Konturplot

X,

Abbildung 1.47: Skalarfeld am Beispiel Temperatur: eine diinne Platte wird in der
Mitte geheizt, das Temperaturfeld ist deshalb zweidimensional
und hat eine radialsymmetrische Glockenform. Diese kann entwe-
der durch einen 3D-Plot oder einen Konturplot dargestellt wer-
den.

[ =

Abbildung 1.48: Vektorfeld am Beispiel Rohrstromung: die parabolische Rohrstro-
mung ist ein einfaches und wichtiges Beispiel fiir ein Vektorfeld.

Begriffserklarung

Skalarfeld: ein Skalar, der vom Ort abhéangt, ¢ = ¢(r) (Beispiel: Temperatur)
Vektorfeld: ein Vektor, der vom Ort abhéngt, a = a(r)

Ein wichtiges Beispiel dafiir ist die Stromung durch ein Rohr, die folgendes Stro-
mungsfeld hat:

R2 _ p2
RQ

v =e, vo< > + parabolisches Flussprofil

keine ¢-Abhéangigkeit wegen Zylindersymmetrie, z tritt nur iiber den Einheitsvek-

tor auf, die einzige wirklich relevante Koordinate ist die Radialkoordinate p, mit
2 _ 2 2

pe=1x]+ x3.

Andere physikalische Beispiele fiir Vektorfelder

1. Gravitationsfeld Fg(r)
2. elektrisches Feld um eine Ladung é(r)
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\ /
/ \

Abbildung 1.49: Gravitationsfeld

\/ O\

O~
@ @& ——0 I\

/N T

Abbildung 1.50: elektrisches Feld um eine Ladung

3. Stromungsfeld mit Verengung v(r)

Es gibt zwei fundamental verschiedene Moglichkeiten, den Gradienten auf ein Vek-
torfeld anzuwenden, die genau Skalar- und Vektorprodukt entsprechen:

Divergenz und Rotation

1. Divergenz

3

. 0 da; Oay  Oas
d =V- = E J(r) = + +
walr) a(r) — &via (r) Oor; Oxy Oxs

o7



Kapitel 1 1.7. MATHEMATISCHER EINSCHUB 3:
KOORDINATENSYSTEME

N e
T X

Abbildung 1.51: Strémungsfeld mit Verengung

2. Rotation

o .
rota(r) =V x a(r) = Zsijk(%aj)ek

1,5,k
0 0 . 0
—-(zi;;ag‘—'zi;;ag)el +‘<
e (i _i )é
8x1a2 8x2a1 3

0

—a; — ——0a3)€
8$3 8x1 )

€ & &
— b 9 9
_ det 3181 8x2 ax3

aq a9 as

Physikalische Interpretation: Divergenz beschreibt die Quellen des Vektorfelds.

Rotation beschreibt den Grad der Verwirbelung. Fiir ein gegebenes Vektorfeld a
nennt man

diva = V -a Quellenfeld von a

rota = V xa  Wirbelfeld von a

Besondere Typen von Vektorfeldern sind
Gradientenvektorfeld: g = Vi

@ Potential
Wirbelvektorfeld: w =V xa

a Vektorpotential

Rechenregeln fiir die Divergenz
V-(a+b)=V-a+V-b

V-(ea)=aV-a
V- (p(rJa)=Vp-a+pV-a
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Beispiele
alr) =«
= V-a=0
a=ar
N V-a:a(axl Oxy  Oxs _ 3,

8x1 + 8x2 + 8%3 N

F(r) = a%k Coulomb- oder Gravitationskraft

8F1 é?FQ 8F3 « 9 2 2 2 .
= V.-F= e + 7 + 0ra T—5(3r —3x]—3z;—3x5) =0 firr #0

Die Divergenz verschwindet allerdings nicht fiir » = 0, was man mit dem
Satz von Gauss zeigen kann. Wir haben also hier einen ganz speziellen Fall,
namlich eine Funktion, die fast iiberall verschwindet, aber nicht im Ursprung,
wo eine Punktquelle sitzt.

a(r) = o Verallgemeinerung der Beispiele 2 und 3 (n = 0 bzw. n = 3)

= V-.a= g(3 —n)
rTL
Der Fall n = 3 ist also der einzige, fiir den die Divergenz in den Ursprung
fokussiert wird.

Alle diese Beispiele sind kugelsymmetrisch, d.h. eigentlich wére es ange-
bracht, in Kugelkoordinaten zu rechnen. Verwendung der Divergenz in Ku-
gelkoordinaten ergibt:

1 0,,. 1 !
V'a_aﬂsinﬂa(r smﬁrnil) = r—n(?)—n)

Wir bekommen also das gleiche Ergebnis wie in kartesischen Koordinaten.
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- -
ZZ /\ /
v/ \
Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3

Abbildung 1.52: Veranschaulichung zu den Beispielen

Abbildung 1.53: Durchfluss eines Feldes durch ein Volumen

Physikalische Bedeutung der Divergenz
3

diva =V-a= Zgai
X

i=1

Durchfluss eines Feldes durch ein Volumen AV um den Punkt (zy, zo, z3):

. Fluss
Plonas) = i Ry

Betrachte Fliissigkeit mit Stromungsfeld v(xq, 2, 23) und Dichte p(zq, x2, z3).

dV = dl‘l dil?g dafg
# Teilchen = pdV

Betrachte x-Richtung: Fluss von links nach rechts.
Reinstrom durch Aj;:

de?l d$2 d$3

7 = pPUy drodxs

P(-Tla T2, .173)
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Rausstrom durch A,:

dxl dl’g dl’g lineare

a(pvm)

p(xy+dxy, x9, x3) 5
1

</)($1, Lo, T3)Vsgy + dw1> dzo dxs

dt Naeherung

Bilanz in x-Richtung:

d(pvg,)
oy AV

Rausstrom - Reinstrom =

Gesamtbilanz:

[3(pvm) L o) Opve)) e Ty = V- (pv)

0xy 0o O3

Hierbei ist pv die Impulsstromdichte. Allgemein folgt also, dass die Divergenz den
Durchfluss eines Vektorfeldes durch den Ort r beschreibt, wobei im speziellen Fall
von Stromungsfeldern die Impulsstromdichte relevant ist.

V-a>0 Quelle, V-a < 0 Senke,

Solange es keine Quellen oder Senken gibt, werden die Stromungsfelder divergenz-
frei sein.

Hohere Ableitungen

Der Gradient kann auch verwendet werden, um hohere Ableitungen von Skalar-
und Vektorfeldern zu definieren, zum Beispiel:

V(V-a), V-(Vxa), etc.
Besonders wichtig ist die Divergenz eines Gradientenfeldes:
divgrade =V - (V) = Ap

A Laplace-Operator = symmetrische zweite Ableitung in drei Dimensionen

0 e

B) p) 2 2 2
Ap— [B) [22] 20w P¢ O

oz % dx? Oz Ox3

O3 oxs
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Divergenz in krummlinigen Koordinaten

3
a= 2 :a’yieyi
i=1

Sowohl a,, als auch e,, sind Funktionen von y;.

3
= diva = V-a:(Zéyi

7j=1
3 3 A
1 oa,. a oe
= Z _(Ayl éy]) - Z ﬂ(Ayl yj)
ij=1 byi ayl Q= byi ay

Das Skalarprodukt im zweiten Term wird iiber einen Umweg ausgerechnet:

0%r B 0%r
OyiQy;  0y;0y;

0 0
= —(b,.e,) = —(b,¢&,
ayl ( Yj yg) ay] ( Yi yz)
oey, ob,,. oey. ob,,.
= b Yi + Yj P — ‘ Yi + Yi A
Oy, dy; " Oy, dy;
&y, X aeYj abyj A N ae)’i + abyz‘ (éyi . éyi)

byj (ey, - E ) E (ey, 'éyj) = by, (&, - By, )

9y;
Der erste Term auf der linken Seite ist gesucht, nach ihm wollen wir auflosen.
Das Skalarprodukt im zweiten Term auf der linken Seite gibt ein Kronecker-Delta.
Der erste Term auf der rechten Seite fallt weg, da €,, ein Einheitsvektor ist. Das
Skalarprodukt im zweiten Term auf der rechten Seite gibt 1. Damit finden wir:

A

aeyj 1

eyi ’ ayl = byj(

ayj 8yi v 1 Oby,

5, By, fiir i # j

ob,, abyjé)_{o fiir i = j

Mit diesem Zwischenergebnis gilt also, dass das gesuchte Endergebnis neun ver-
schiedene Terme hat:
i#]
1 Oa,, ay, Ob,,
V-a= et '/ + Y3 Yi
Z : OYi ; by, by; Jy;
0

S — 9 0
by, b by3 [Tm(bbey?’Gyl) + a_yz(bysbylaw) + 8_3/3(19‘7” byQG’ys)]
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Die Divergenz in krummlinig-orthogonalen Koordinaten ist also eine komplizier-
te, aber hochsymmetrische Kombination der Gewichte b,, und Komponenten a,,.
Interessanterweise taucht hier auch wieder die Jacobi-Determinante J = by, b,,b,,
auf. Die Divergenz ist eine Verallgemeinerung der Ableitung erster Ordnung, d.h.

es gibt natiirlich Ableitungen erster Ordnung.
Gradient in Divergenz einsetzen:

1 0
e b_w@yi
9 /byaby, O 9 byyby 0 5 b, b, D
- V2S0 - Agp N bylbllmbys |:a_y1<yb—y1ya_i> a_y2<yb—y2yai> 8y3< ybysy 8;/03>}

Der Laplace-Operator ist also auch wieder eine hochsymmetrische Kombination
von Gewichten und Komponenten, und wieder kommt J vor. Er ist eine Verall-
gemeinerung der Ableitung zweiter Ordnung, d.h. es muss auch immer zweimal

abgeleitet werden.

Beispiele

Zylinderkoordinaten

119 0¢ 0 10¢ 0 0¢
Ap = —|—p—L + — -2 1+ — -~
- 8 p[appﬁp " dp p Op * (9zp(92]
1109 0% 1 0%¢ 0%
= ol5, *ap * o )
2
Radialanteil nach Produktregel: 1% + %
pdp — Op
Kugelkoordinaten
bo=1, by=r by,=rsind
1 0 00 0 . 0
Ap = 2 - 4 = -
= A0 rZsind Lor s1n198T + o Smﬁaﬁ
2
2
Radialanteil nach Produktregel: @ + —%
or? ror

o 1o
Op sind dp
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Anwendung: Laplace in Kugelkoordinaten

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten ist essentiell fiir die Losung von Pro-
blemen in der Elektrodynamik (insbesondere Streuprobleme in der Optik), fiir die
Losung des Wasserstoffatoms in der Quantenmechanik sowie fiir viele weitere Pro-
bleme, z.B. in der Kontinuumsmechanik. Hier drei einfache Ergebnisse, die wir
jetzt schnell bekommen koénnen:

1) o=r iA(ﬁ:%%Tz%T:%

(2)95:% ﬁAqﬁ:%%r?%%:o fiir 7 # 0

@o=""snp= 300, L0 tar o)
= _%(e_w(—a)(lear) +e (@) = o e_:r

= o’¢

In (2) handelt es sich um das Coulomb- bzw. Gravitationspotential und in (3)
um das Yukawa-Potential, das z.B. in der Elektrostatik und in der Kernphysik
vorkommt. Mit diesen Rechnungen haben wir auch Losungen fiir Differentialglei-
chungen wie A¢ = 0 (fiir r # 0) und A¢ = a?¢ gefunden.

Yukawa-Potential

— Coulomb-Potential

Abbildung 1.54: Yukawa- und Coulombpotential

Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Divergenz:

1 0 0 0
V-.a= m [a_yl(byzbyaam) + a_yQ(bylb?Ba?n) + Tyg(bylbyzaw)}
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Rotation:
1 O(bysay,)  O(bya )) .
V Xxa = Ys—ys) Y2 -"yY2
byzby3 ( 8y2 0y3 o
N 1 (8(by1ay1) B a(by3ay3)) &,
bylby:s 8y3 8y1
n 1 (a(byzayz) _ 8(by1ay1)) &y,
bylby2 891 ayQ
1 b€y, Dy€yy by €y
el U
y1Yy2Yys by1ay1 by2ay2 by3ay3
Laplace:
1 0 (b,,b,, 0p 0 [byb,, Op 0 by b, Op
Ap = (e X\ L (Tn T ), T (T T
QD bylbyzbyg, [5’3/1( by1 (9y1> 8y2( by2 8y2> (9y3< by3 3y3)}

1.8 Geschwindigkeit und Beschleunigung in
krummlinigen Koordinaten

Im allgemeinen Fall gilt:

3
V(t> = Zvyi éyi
=1

3
a(t) = Zayi €y,
i=1

Wie rechnen wir v,, und a,, aus?

Totales Differential des Ortsvektors

3 ar 3
dr = Z o dy; = Zbyi ey, dy;
i=1

i=1

3
dr
= vV =— = g by, €, Vi
dt — Yi “Yi Yi
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Zeit t krummlinige Koordinaten y, Raum, z.Bsp. kart. Koordinaten
/O\* Y, * X,

Abbildung 1.55: Wir betrachten jetzt die Verkettung von zwei Abbildungen: von
der Zeit geht es iiber die krummlinigen Koordinaten in den kar-
tesischen Raum.

= | Uy, = byi Yi

Die a,, miissen fiir die gewiinschten Koordinatensysteme explizit ausgerechnet wer-
den.

Beispiele

Polarkoordinaten

= U =T, Uy =T
= Vv =re +rye,
Auferdem:

r=1r16 =>r=v=re +re,

= & = ¢e,

Erinnerung: Einheitsvektor > = 1 = é-é =0 = é L &

Allgemein:

€y, "€y = 0ij = €y, - €y, + €, - &, =0
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= €y, "€y, = —€y, - €y,
L= = €y, €, = —€, €, = —€, €, = €, €, =0
Wir wissen: €, muss senkrecht auf e, stehen

=e,=qa-e,

=S Q=€ €, = —€.-€,= —PC, €, = —

= e, = —pe,

= a=vVv="7€ +7ré& + (r¢ +rp)é, + ryeé,
Mit e, = ¢ e, und &, = —pe, ergibt sich:

= a=&.(i — r¢?) + &,(27) + 1Y)

= ar:i"'—rgbz, ap, =2ro +1p

Anwendung

a) gleichférmige Kreishewegung

r=R=const.,, p=wt, p =w

= v, =0, v, = Rw, v=Vv? =, /v + 12 = Rw

a, = —Rw? a, =0, a= /a2 + az = Rw? Zentrifugalbeschleunigung

b) nichtgleichférmige Kreisbewegung r = R = const., ¢ #0

= a,=Rp = a= RV + @

L

Dimensionen: [a] = 7

c) Spiralbewegung ¢ =w = const., r =c-t

U =¢, U, = Ccltw

a, = —ctw?, a, = 2cw
Zylinderkoordinaten

= Uy =P, Vo =pP, Uy =2
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Rechnung zeigt:
e.=0,e,=ype,, e, =—pe,
— wie bei Polarkoordinaten

— 2D Beschleunigung gleich wie oben, auferdem a, = 2

Kugelkoordinaten
b, =1, by =1, b, =rsind

v =71, v9g =10, v, =rsinv

Ergebnis fiir die e,,:

é, 0 0 sind o\ (e,
& | = -0 0 cos¥p | | €y
e, —sind ¢ —cosv 0 e,

Ergebnis fiir die Beschleunigung:
a, = i —rd? —rsin® 9 @

ag = rU + 270 — rsin ¥ cos 9>
a, = rsindg + 2sin 97 + 2r cos 9 I

68



2 Dynamik des Massenpunktes

2.1 Die Newtonsche Gesetze

Die Dynamik befasst sich mit Kréften als Ursache der Bewegung. Die Rolle der
Kréfte wird durch die drei Newtonsche Gesetze beschrieben. Formal handelt es sich
dabei um ein Axiomensystem, dessen Aussagen innerhalb der Theorie nicht weiter
begriindet werden (das historische Vorbild von Newton waren die Elemente von
Euklid). In der Newtonschen Mechanik geht es darum, die Konsequenzen dieser
drei Gesetze herzuleiten. Der letzte Massstab ist dabei wie immer in der Physik
das Experiment.

1. Lex Prima, Tragheitsgesetz

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewe-
gung, wenn er nicht durch Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu andern.

Bemerkungen: Wichtig ist, dass die Bewegungsdnderung, nicht die Bewegung
selbst einer Kraft bedarf. Das ist der Unterschied zu Aristoteles, der noch
meinte, dass jede Bewegung eine Kraft benotigt. Fiir Aristoteles war eben
die Ruhe der Referenzzustand, und fiir die Newton ist es die gleichférmige
Bewegung. Newton fiihrt hier die richtigen Referenzgrofien ein:

a) gleichformige Bewegung fiir Kérper
b) Inertialsystem fiir Bezugssystem

Ein auf der Erde ruhendes Labor ist fiir viele Zwecke ein geeignetes In-
ertialsystem, ansonsten denken wir an den Fixsternhimmel als geeignetes
Intertialsystem.

Ein Zustand gleichférmiger Bewegung ist experimentell schwer zu realisieren.
— Dreckeffekte eliminieren (z.Bsp. Reibung, Scheinkréfte)

— Es war die historische Leistung von Galileo Galilei, zu zeigen, dass man
auf der Erde die Reibungskréfte entfernen muss, um das Tragheitsgesetz
experimentell zu beweisen.

— Es war die historische Leistung von Isaac Newton, zu erkennen, dass
auf der Erde und im Weltraum die gleichen Bewegungsgesetze gelten. Im
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Weltraum gibt es keine Reibung, da findet man das Trégheitsgesetz also in
Reinform.

2. Lex Seconda, Bewegungsgesetz

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft pro-
portional und erfolgt in deren Richtung.

Bemerkungen: Die Kraft ist also ein Vektor, er hat Richtung und Betrag.
Anderung der Bewegung — Anderung der Geschwindigkeit = Beschleunigung

= F=m— =ma
dt
m ist die trdge Masse, eine skalare Eigenschaft des Korpers, die sein Behar-
rungsvermogen gegeniiber Bewegungsdnderungen beschreibt.

In manchen Situationen dndert sich die Masse, zum Beispiel

a) Relativitédtstheorie

myg {mo v <<c
m = —,——— —

\/1—7(%)2 oo v<c

b) Verbrennungsprozesse: Auto, Rakete

Dann benétigen wir eine allgemeinere Formulierung des 2. Gesetzes:

F=Cmv) =p

p = mv ist der Impuls. Das 2. Gesetz ist die historische Leistung von Isaac
Newton, der dafiir sogar die Infinitesimalrechnung erfunden hat (zeitgleich
und unabhéingig von Gottfried Wilhelm Leibniz). Wenn die Masse bekannt
ist, kann man also aus der Beschleunigung (Kinematik) auf die Kréfte schlie-
fsen (Dynamik). Mathematisch gesehen haben wir es mit einer gewohnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun. Héhere Ableitungen treten in
der Klassischen Mechanik gliicklicherweise nicht auf. In diesem Gesetz wer-
den Ursache (Krifte) und Wirkung (Bewegung) getrennt. Das hat Aristoteles
auch schon gemacht, aber er hat Krafte mit Geschwindigkeit in Verbindung
gebracht, nicht mit Beschleunigung, weil er im falschen Referenzsystem war
(siche erstes Gesetz). Mit dem 2. Gesetz kann dann aus der Kinematik (a)
auf die Dynamik (F) geschlossen werden und umgekehrt.

3. Lex Tertia, Reaktionsgesetz
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Abbildung 2.1: Wirkungen zweier Korper aufeinander

Die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entge-
gengesetzter Richtung.

Bemerkungen Die zwei Kraftvektoren sind also anti-parallel zueinander:
Fio = —F9 actio=reactio

Das 3. Gesetz ist so wichtig, weil die Reziprokitéit einen Energieaustausch
ermoglicht und damit zur Energieerhaltung fiihrt. Das 3. Gesetz erlaubt es
uns auch, Massen zu messen:

a1

mia; = —Mody = —— =

Als Masseneinheit fithren wir das Kilogramm (kg) ein.

k
— Krafteinheit g 2m =N Newton
s

Wenn ein 1 kg Korper in 1 s gleichméfig um die Geschwindigkeit 1 m/s
beschleunigt wird, dann wirkt eine konstante Kraft von 1 N.

. Superpositionsprinzip (4. Gesetz)

Verschiedene Kréafte addieren sich linear:

i=1

Dieses Gesetz ist vor allem wichtig, um Mehrteilchensysteme als geschlossene
Systeme behandeln zu konnen. Auferdem sagt es, dass verschiedene Arten
von Kréaften sich nicht gegenseitig beeinflussen.

Insgesamt hat Newton mit seinen Gesetzen die Physik als Disziplin begriindet.
Wichtige Elemente waren Abstraktion (Reibungskréfte vernachlassigen, Trégheit
als wesentliches Element), Vereinheitlichung (Himmel und Erde haben die gleichen
Bewegungsgesetze) und Mathematisierung (ein mathematisches System, mit dem
man rechnen kann).
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2.2 Grundschema der Klassischen Mechanik

Krifte treten idR als Kraftfelder F = F(r,r,t) auf. Eine Abhéngigkeit von der
Beschleunigung oder héheren Ableitungen gibt es idR nicht.

1. Freier Fall

Hierbei handelt es sich um den einfachsten Fall.

g:(070771)
Fs =msg = const. 9=9,81 m/s? Erdbeschleunigung
me schwere Masse

Experimentelle Beobachtung: trage = schwere Masse, my = m = 2. Gesetz:
ma=mg = a =g = Alle Korper fallen gleich schnell (in einem Inertial-
system und im Vakuum). Bei Reibung muss typischerweise noch ein Term in
der Geschwindigkeit eingefiigt werden, der aber nicht von der Masse abhingt
(z.B. Stokes-Reibung in einer Fliissigkeit, Reibungskoeffizient geht linear in
Ausdehnung, aber nicht mit der Masse). Deshalb werden grofsere Massen
weniger stark von der Reibung abgebremst (z.B. beim Ski- oder Radfahren).

2. Gravitationskraft

Wir verwenden das Zentralfeld aus dem Kinematik-Kapitel

F(r) = f(r)e,
und fiir die Abstandsabhéngigkeit

mM
r2

f(r)=—v

[ v=6,667-10"11 m3 /kg s2Gravitationskonstante

Newton hat die 1/r?-Abhingigkeit aus dem 3. Keplerschen Gesetz erschlos-
sen: r3w? = const fiir die Planeten auf ihren Umlaufbahnen, also bei der
Annahme einer Kreisbewegung a = rw? = const/r?. Die kinematische Be-
schleunigung muss also durch eine entsprechende Zentripetalkraft balanciert
werden. Da Massen nur positiv sein konnen, ist die Gravitation immer an-

ziehend. Dies wird durch das Minuszeichen im Kraftgesetz ausgedriickt.

3. Coulombkraft

Wir haben wieder das gleiche Zentralfeld wie bei der Gravitation, aber die
Vorfaktoren sind andere:

f ( - q192 47 Konvention im SI-System
r)= 47T€0T2 €0=8,85-10"12C2 /Nm? elektrische Feldkonstante

Die Coulombkraft ist anziehend oder abstoftend je nach Vorzeichen der La-
dungen. Im Gegensatz zur Gravitationskraft konnen sich Ladungen gegen-
seitig ausgleichen.
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Erde

Sonne

Abbildung 2.2: Veranschaulichung zur Gravitationskraft

anziehend bei entgegengesetzter Ladung

Abbildung 2.3: Veranschaulichung zur Coulombkraft

4. Harmonischer Oszillator

F(r) = —kr

Es gibt eine lineare Kraft, die das Teilchen immer in den Ursprung zuriick-
zieht, mit der Federkonstante k. In einer Dimension hat man also

mZ + kx =0
Mit der Definition wy = \/k/_m haben wir
i+wiz=0
Fiir die Anfangsbedingungen z(0) = 0 und v(0) = vy ist die Losung

x(t) = ™ in wot
Wo

wie man leicht nachrechnet durch Einsetzen. Der harmonische Oszillator
schwingt also mit einer reinen Sinuswelle und mit einer klaren Frequenz.
Wenn man Reibung und dufere Anregung dazunimmt, dann hat man

mi + £t + kx = Fopu(t)

mit dem Reibungskoeffizienten £. Diese Félle werden wir spéter noch im
Detail diskutieren.
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5. Lorentzkraft
F = ¢[E(r,t) + v x B(r, )] B o Ta e,

Die Lorentzkraft wirkt auf geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern
und ist eines der wenigen Beispiele fiir eine geschwindigkeitsabhéngige Kraft.

Die Kombination der drei Newtonschen Gesetze mit den typischen Kraftfeldern
fithrt zum

Grundschema der Klassischen Mechanik
Schritt 1: Aufstellen der Bewegungsgleichung

Ziel ist es, die Bewegungsgleichung F = ma = mrt aufzustellen. Mathematisch
gesehen handelt es sich dabei um ein drei-dimensionales System gewdohnlicher Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung:

mii_E($17$27$37‘T17x27x37t) = O 1 SZSS

Begriffserklarung  Sei x(t) eine Funktion von t. Dann ist die n-te Ableitung
a"M(t) = 4= 2(t). Eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine

Beziehung
F (@), 2700, .. it),2(t),) = 0
Beispiel: 20 (t) + 32 (t)z(t) + 3t = 0

Abkiirzungen Differentialgleichung = Dgl. / DGL / DG
gewohnliche Dgl. = ODE = ordinary differential equation

Klassifikation

gewohnlich  Es gibt nur eine unabhéngige Variable.

partiell Es gibt mehrere unabhéngige Variablen.
PDE = partial differential equation = partielle Dgl.
Beispiel fiir PDE:

¢ 0?9 0%
z.Bsp. A¢p =0, Ap = a?¢
Viele zentrale Gleichungen der Physik sind PDEs: Maxwell-
Gleichungen, Schrodinger-Gleichung, Navier-Stokes-Gleichung.
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explizit Die Dgl. ist auflosbar nach der héchsten Ableitung:
£(t) = g2 D), .., ilt), 2(0), 1)

Ansonsten heifst die Dgl. implizit.

linear Eine Dgl. ist linear, wenn f linear ist (also z.B. f(x) = 1+ z, aber
nicht f(z) = z?).
= Operatorschreibweise

(n) — (n) (4) — ,
L™ (t)z(t) = h(t), L"™(t) ;0 fl(t)_dti
Beispiel:
85
2@ () +32(t)+3t=0=> L= o7 +3, h(t)=—3t

Fiir die Losung linearer ODEs gibt es viele méchtige Werkzeuge aus
der Mathematik.
Gegenbeispiel: @(t)z(t) ist ein nicht-linearer Term = x®)(t) +
3&(t)xz(t) + 3t = 0 ist eine nicht-lineare Dgl.
Nicht-lineare ODEs sind in der Regel sehr schwer zu 16sen, da es
dafiir keine Systematik gibt.

homogen Keine Terme ohne z(t), also z.B. h(t) = 0 im linearen Fall. Andern-
falls heifst die Dgl. inhomogen.

Schritt 2: Mathematische LGsung

Die mathematische Losung der Dgl. erfolgt analytisch (mit Methoden wie der Sepa-
ration der Variablen) oder numerisch (z.Bsp. Euler-oder Runge-Kutta-Verfahren).
Schritt 3: Physikalische Interpretation

Das gewonnene Ergebnis muss physikalisch Sinn machen. Wann immer mdoglich,
sollten Dimensionsbetrachtungen und bekannte Grenzfille zur Priifung der Losung
durchgefiihrt werden.
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2.3 Energie- und Drehimpulserhaltung

Im Prinzip konnte man jetzt durch die obigen Beispiele gehen und in jedem Fall
mathematisch die entsprechenden Differentialgleichungen 16sen. Um aber die physi-
kalische Einsicht zu vertiefen und die Losungen zu vereinfachen, lohnt es sich, erst
einmal nach Erhaltungsgréften zu suchen. In der fortgeschrittenen theoretischen
Physik werden Erhaltungsgrofen und Symmetrien dann das Konstruktionsprinzip
fiir neue Theorien.

Energie in 1D
Sei die Kraft F' = F(z) nur vom Raum abhéngig.

= mi = F(z) | &

= miz=Fuz

d /1 dvi(z(t v
= —(—m:'c2> __ V=) mit V(z) = —/ F(x') da'
dt \2 dt zo (beliebig)
Zum Beispiel hatten wir fiir den harmonischen Oszillator F = —kx und damit

V(x) = ka?/2, aber diese Betrachtung ist richtig fiir alle Kraftgesetze, die nur von
x abhéngen. Wir betrachten nun die Arbeit, die notig ist, um einen Massenpunkt
um eine Strecke dx gegen eine dufere Kraft zu bewegen:

dW = —Fdx [W wegen work

Die Arbeit definieren wir als positiv, dW > 0, falls sie entgegen der Richtung
der Kraft wirkt, d.h. falls sign F' = —sign dz. Dann wird an dem Teilchen Arbeit
geleistet. Andernfalls ist die Arbeit negativ, dWW < 0, das Teilchen leistet Arbeit.
Die Arbeit, die notig ist, um das Teilchen auf einem endlichen Wegstiick von x;
nach x, zu bewegen, ist

2
W21 = — / F(x’) di = V(xQ) — V([L‘1> [V Potential oder potentielle Energie

1

also genau die Differenz des Potentials. Das Potential beschreibt die potentielle
Moglichkeit des Teilchens, Arbeit zu leisten.
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Beispiel Schwerefeld

Fy=—mg
= V(z)=mgz+C
= Wa = V(x2) = V(1) = mg(z2 — 71)

Je hoher das Teilchen, desto mehr Potential hat es. Ein Plot des Potentials ent-
spricht genau dem Hohenprofil (bis auf eine beliebige additive Konstante).

oV

Abbildung 2.4: Schwerefeld: das Potential steigt mit der Hohe, die Kraft ist gerade
der negative Gradient.

Eine Integration der Bewegungsgleichung ergibt

m .o T kinet. Energie
—x° = —V(gj) —+ E V' pot. Energie
2 ~~~ E Gesamtenergie
A Integr.konst.

=T

= ‘T +V = E‘ Energieerhaltung (fiir F' = F(z))

Fir Krifte, die nur vom Ort abhéngen, ist die mechanische Energie erhalten.
Das ist nicht der 1. Hauptsatz der Thermodynamik, der auch nicht-mechanische
Energieformen einschlieft (Wéarme), dann ist die Energie in jedem Fall erhalten.
Energie, Arbeit und Potential haben die gleiche Einheit:

2
= kg m =J Joule

[E] = Nm 2

Die Energieerhaltung bedeutet eine starke Einschrankung der moglichen Teilchen-
bewegung, die man ohne Rechnung aus einem Plot des Potentials erschliefsen kann.
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Wegen T' > 0 sind Bereiche mit V' > E (klassisch) verboten (in der Quantenme-
chanik ist das anders). Die Punkte mit £ = V' sind Umkehrpunkte mit 7" = 0 und
deshalb v = 0. Die Extrema mit V’(z) = 0 sind mogliche Ruhepunkte. In einer
Mulde um ein Minimum gibt es bei entsprechender kinetischer Energie Oszillatio-
nen. Wenn ein Teilchen gegen eine Potentialbarriere anlduft und dann umkehrt,
spricht man von Streuung (in héheren Dimensionen wiirde das Teilchen typischer-
weise zur Seite weggestreut werden).

A%
T>0 — E>v

v=0 v=0 v=0

v grof

Oszillation

\/

Abbildung 2.5: Aus der Potentiallandschaft kann die Teilchenbewegung qualitativ
vorhergesagt werden.

verboten Streuung
(klassisch)

Die Energieerhaltung erlaubt auch eine Losung der Bewegungsgleichung:

M =B V() = = (- V()

m

Durch Separation der Variablen erhélt man:

d
v —dt =

e
(5 V(1)) t %_L;wﬁE—vw»

Die allgemeine Losung erhélt man durch Auswertung des Integrals und Umkehrung
von t = t(z) nach x = z(t).

Beispiel Harmonischer Oszillator
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Abbildung 2.6: Harmonischer Oszillator

€T dx/ xX dx/ x dl./
= t= / - / N / )
0 \/%(%mvg — ska?) 0 VU — Wt 0 woqy/1— :)—%’35’2
Mit der Variablensubstitution u = ‘;Lgx’ , dx = Ldu  ergibt sich:

“ Z—g du 1 . 1 Y
— arcsinu = — arcsin —

1 /™ du
0 UO\/l—UQ_WO/O VI—uZ  wo Wo Vo

t =

= |z(t) = z—(; sin(wyt)

Das ist genau die Losung, die wir fiir den harmonischen Oszillator mit den gege-
benen Anfangsbedingungen (x(0) = 0,v(0) = vg) schon berechnet haben.

Abbildung 2.7: Bei den verwendeten Anfangsbedingungen fiir den harmonischen
Oszillator ohne Reibung (also mit Energieerhaltung) ergibt sich
eine reine Sinusschwingung.
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Energie in 3D

Wir betrachten jetzt beliebige Kraftfelder F = F(r,r,¢). Die Arbeit, um einen
Massenpunkt von P, nach P, zu bringen, betragt:

Py
Wy = —/ F(r,r,t) - dr| Linien-, Weg- oder Kurvenintegral

Py

Um dieses Integral auszuwerten, bendtigen wir eine parametrisierte Raumkurve

r(«). Dann gilt:

Abbildung 2.8: Der Weg zwischen zwei Punkten wird durch eine parametrisierte
Raumkurve beschrieben.

Wy = — /a2 F(r(a),r(a),t(a)) - 3—; do (z.Bsp. a =1t)

1

Dieses Integral hédngt im Allgemeinen ab von:

1) Kraftfeld

2) Endpunkte P, P.
; b2 = Wy # W21(I‘1,I‘2)
)

3) Bewegungszustand
4) Weg C'

Beispiel fiir Wegabhingigkeit

Ci:ry = (a,a,a) 0<a<l
Cy: 1o = (o, 02, 0°) 0<a<l
223 — 31y
F = 4(1]2[E3
3zirs
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3 P,=(1,1,1)
&

P,

Abbildung 2.9: Unterschiedliche Wege mit unterschiedlichem Arbeitsintegral

1 (202 — 3« 1 1
We, = _/ 40 1] da= —/ (20° — 3o+ 40” + 30 )da
0 3a3 1 0

5 325
We = -2 2 22 gy
= Wor==37 —17558 = Ve

=inl1D: dW = —-F dx
in3D: W =-—-F-dr kein totales Differential

Wir betrachten die Bewegungsgleichung in 3D:

mi =F | T
1 t
= %(Emi‘2) =F 1= —% mit W = — /to F(r(t),e(t),t) - v(t') dt’

Formal sieht das aus wie in 1D, aber das Arbeitsintegral kann jetzt vom Weg
abhéngen. Nur fiir eine bestimmte Unterklasse von Kraftfeldern gibt es keine We-
gabhéingigkeit. Dies sind die konservativen Krifte, fiir die es ein skalares Feld V (r)
gibt, so dass:

F=-VV(r)]
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. . oV dl‘l oV dl’g oV dl‘g dVv
F.i—_ b= A A
= Fi=-VV(r)-i (8331 at " om, dt | o i) = a

ro to
= Wm:—/ F-dr:—/ F-idi=V(r)—V(r)

ri t1
Die Arbeit héngt somit nur von den Endpunkten des Weges ab, sie ist also wegu-
nabhangig.

. : 1
= T(E)+V(r)=0 T:§m1’“2

= ‘T—I—V:E: const.‘

Fiir konservative Kréfte gilt also wieder die Energieerhaltung. Kréfte sind entweder
konservativ (E = 0) oder dissipativ (E # 0), d.h

F = Fkons + Fdiss

= EIT—FV:FdlSSI‘
Konservative Krifte F = —VV(r) diirfen nicht von r oder ¢ abhéngen. Deshalb
sind Reibungskréfte oder explizit zeitabhéngige dufsere Krafte dissipativ. Es stellt
sich nun die Frage, wie man konservative Kréfte erkennt. Dafiir gibt es verschiedene
Kriterien, die nun im Folgenden aufgelistet werden. Es ist zu beachten, dass alle
Kriterien dquivalent zueinander sind.

Konservative Krafte

)F=-VV(r)

ST 10}
3))VxF=rotF=—-(VxVV)=0
)

4) Wegunabhéangigkeit

Wegen

O—%dv fVV dr——%F dr

Arbeit

leistet ein konservatives Feld auf einem geschlossenen Weg keine Arbeit.

:O:—/F-dr—/ F-dr:—/ F~dr+/ F-dr
o —Cy o Cy
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P,

Abbildung 2.10: Der geschlossener Weg C kann in zwei Teilstrecken zerlegt werden.

= — F-dr:—/F-dr
CQ Cl

D.h. die Arbeit von P; nach P, ist wegunabhéngig.

Beispiele fiir konservative Krifte

1. Homogenes Kraftfeld (z.Bsp. Schwerefeld)
F=A=const. = V(r)=—-A-r

Speziell beim Schwerefeld ergibt sich:

0
Fo=A=mg=m/| 0
-9
0 1
= V(r)=—-—m| 0 o | = mgxs
-9 T3

2. radialsymmetrisches Zentralfeld
F(r) = f(r)e,
vy = - [ ) ar
70
Diese Stammfunktion in 1D existiert immer.

d
= F=-VV(r)=— d_V Vr = f(r)e, v
f?) -

Dieses Kraftfeld ist immer konservativ, da V'(r) immer existiert.

Wichtige physikalische Félle sind:
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Abbildung 2.11: Ein radialsymmetrisches Potential hangt nur vom Radiusbetrag
ab, ist also konstant auf Kugelschalen.

Erde

Q

Abbildung 2.12: Die Gravitationskraft zwischen Sonne und Erde ist konservativ.

a) Gravitations- bzw Coulombkraft: V(r) = —<
b) Harmonische Kraft: V(r) = Lkr?

2

Drehimpuls in 3D
mi =F |r X .
= m(rx¥)=rxF
Links steht wieder eine Zeitableitung.

d d
a(rxp):ma(rxf‘):m(fjx‘—i—rxi‘):mrxi‘:er

p=mr Impuls;, L=rxp Drehimpuls, rxF =M Drehmoment

dL
pri M Drehimpulssatz
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Abbildung 2.13: Die harmonische Kraft in einem Federsystem ist konservativ.
dL
dt

Dies kann in zwei Fallen vorliegen:

0 Drehimpulserhaltung fiir M = 0

1) F=0 (trivial)
2)F || r (Zentralfeld)

Somit gilt fiir radialsymmetrische Zentralfelder sowohl Energie- als auch
Drehimpulserhaltung.

2.4 Die drei Kepler'schen Gesetze

Die drei folgenden Gesetze sind nach dem Astronomen JOHANNES KEPLER (1571-
1630) benannt und waren einer der Ausgangspunkte fiir Newtons Entdeckung des
Gravitationsgesetzes:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, mit der Sonne in einem der beiden Brenn-
punkte.

2. Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grofen
Halbachsen.

Wie wir unten sehen werden, sind diese drei Gesetze eine Konsequenz von Energie-
und Drehimpulserhaltung, die fiir die Gravitationskraft gilt. Die Gravitationskraft
zweier Massen berechnet sich nach Newton durch:

mimsa7y . a mi,ma Massen
FG = — 3 e, = Y e, ol Gravitationskonstante
T T r Abstand der Massen

Dieses Kraftfeld besitzt ein Potential:
o

Fo=—-VV(r) mit V(r) = -
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y

—_  Erde
b{?\
° u‘P X
& FQ

Abbildung 2.14: Die Bahnparameter

Es handelt sich also um ein konservatives System, deshalb gilt Energieerhaltung,
T +V = E = const. Da die Gravitationskraft aulerdem eine Zentralkraft ist, gilt
mit M = 0 auch Drehimpulserhaltung, L = const. Eine unmittelbare Konsequenz
der Drehimpulserhaltung ist es, dass die Bewegung in einer Ebene erfolgt:

r-L=mr-(rxr)=0

Das ist die Bestimmungsgleichung fiir eine Ebene. Da L konstant ist, &ndert sich
diese Ebene nicht.

Abbildung 2.15: Bewegungsebene

2. Kepler'sches Gesetz (Flachensatz)
Fiir die vom Fahrstrahl iiberstrichene Flache gilt:
1
ds = 5 lr(t) x v(t+dt)| = |r(t) x (r(t) + £(t)dt)|
1
=5 lr(t) x ©(t)|dt
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Damit folgt:

r(t) S dr=tdt

Abbildung 2.16: Flachensatz

as 1
- = o |L| v
1. Kepler'sches Gesetz (Ellipsensatz)

Wir betrachten jetzt die Bewegungsgleichung in der Ebene. Dazu bieten sich Po-
larkoordinaten an:

r=re,
r=re.+rye,
Damit folgt fiir den Drehimpuls:
L=m(rxr)
=m(reé, xrye,)

=mripe,

= L2 — m27“4()b2

Unter Verwendung dieser Beziehung ergibt sich fiir die Energie:

E=202 1 V(r) = 202 40207 + V(1) = 22 + Vig(r)

2 2 2
L2
mit | Vaa(r) = V(1) + 51%" = V(r) + 5

Damit haben wir effektiv ein 1D-Problem erhalten, die Winkelanteile sind auf-
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v Streuzustand

~1/12 o
\\\/r Streuzustand E
E>0

\ T \E

E<0
gebundene
-a/T Zustande

gebundener
Zustand

Abbildung 2.17: Zustandstypen

grund der Drehimpulserhaltung eliminiert. Der dadurch entstehende Term heifst
Zentrifugalbarriere, da er das Teilchen vom Ursprung fern hélt. Die Losung erfolgt
formal wie beim Vorgehen im 1D-Fall:

e\ 2B V) =

T d /
= t—tyg= / " = r = r(t) nach Umkehrung
w0 yf2(E = Va(r))

Fiir p = ¢(t) gibt es eine analoge Formel. Allerdings sind dies aufgrund der Form
von Veg(r) sehr komplizierte Integrale.
Deshalb ist die Losung einfacher mit folgendem Vorgehen:

e Betrachte r = r(¢) statt r = r(¢). Damit wird der Fokus weniger auf die
Dynamik als vielmehr auf die Geometrie der Bahnkurve gelegt.
e Betrachte s = 1 = s(¢). Das effektive Potential wird dann ein Polynom von

S.
ds d(l) dt 71 7 mr? m
—_— - Y= - = ——— = =" —
de dt\r/dy r2 ¢ r?2 L L
L ds
f=———
m dy
m L2 «Q L? r/ds\2
o n e L) ]
~ 2" +2m7’2 r 2m L \dp L @

Hier bedienen wir uns eines kleinen Tricks: Wir differenzieren obige Gleichung auf
beiden Seiten nach ¢:
B L? 1.ds d*s 5 ds] ds
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d?s am 1

T2 T T T

Dies ist die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators mit konstanter
aufserer Kraft. Die allgemeine Losung lautet (mehr dazu spéter im Einschub iiber
Differentialgleichungen):

s(¢) = Asingp + Bcosy +

(mH

allg. Lsg. der hom. Del. spez. Lsg. der inhom. Dgl.
Die Konstanten A und B folgen aus den Anfangsbedingungen. Wir wéhlen das
Koordinatensystem so, dass der sonnennéchste Punkt (r minimal, s maximal) bei
@ = 0 liegt.
ds

= @’g@:O:OZA

Mit € := kB ergibt sich:

1 1
o= E(1+€cos<p)

Im folgenden werden wir zeigen, dass dies fiir 0 < € < 1 die Bestimmungsgleichung

kleine
Halbachse b

grofe Halbgcéhse a

Abbildung 2.18: Ellipsenparameter

fiir eine Ellipse ist.
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Eine Ellipse ist dadurch charakterisiert, dass fiir ihre Punkte die Summe der Ab-
stdnde zweier Brennpunkte konstant ist. Am sonnennéchsten Punkt findet man

Li+ Ly =2a
Am obersten Punkt findet man
a’ = e + b’
Kartesische Koordinaten: Wechsel vom Brenn- zum Mittelpunkt
v+ (z—e)? = L7
v+ (r+e)? =13
Aus diesen zwei Gleichungen wollen wir nun eine Beschreibung der Ellipse mittels

kartesischer Koordinaten herleiten.

Die Subtraktion beider Gleichungen ergibt:
9 9 2ex
LQ—L1:461’:(L2+L1)(L2—L1) = LQ—le—
N—_—— a
2a

Quadration beider Seiten liefert:

4e2x?

W

Ferner gilt wegen L; + Lo = 2a:

Ly+ L] —2LyL, =

(Ll + L2>2 = 4&2 = Lg + L% + 2L1L2 = 4@2 (2)
Addition der Gleichungen (1) und (2) ergibt:

4e? 2

a2

+4a* = 2(L? + L3) = 2(2y* + 22° + 2¢?)
= a’2® — 2’ + a*y? = a* — d*e?

Unter Verwendung von b? = a? —e? erhilt man die gesuchte Mittelpunktsgleichung:

1’2 y2
2 e !

Damit ist auch klar, dass die Polarkoordinaten vom Mittelpunkt aus folgenderma-
fen lauten:

aCcos o
r= )
bsin o
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oy 2 .2
= Sty =cs’atsinfa=1 v
a b
Fiir unsere Rechnung bendtigen wir aber die Polarkoordinaten vom Brennpunkt
aus: 7 = r(p) wobei r = L.
L — L3 = 4ex = 2a(Ly — L))

2 2
= leLg—ﬁ:(Qa—Ll)—ﬂ
a a

= lea—fa::a—f(e—i-Llcosgo)
a

a
e e? b?
= Li(1+—-cosp)=a——=—
a a a
Wir definieren:
b2
€= ¢ Exzentrizitit k= —
a a

Fiir die Exzentrizitét gilt 0 < € < 1 (bei € — 0 néhert sich die Ellipse einem Kreis
an und bei ¢ — 1 einer unendlich langen Zigarre). Mit » = L; erhalten wir nun
die gesuchte Ellipsengleichung;:

1

1
= E(1+€cosg0) v

Tatséchlich handelt es sich dabei um die allgemeine Gleichung fiir Kegelschnitte.
Im Falle € > 1 ergeben sich Hyperbeln und Parabeln, also die Streuzustéinde des
Gravitationspotentials.
Die geometrischen Grofsen kénnen nun mit den physikalischen Grofsen in Bezug
gesetzt werden:

2 2

P
a am

Energie am sonnennéchsten Punkt: (¢ =0) =19 =a —e.
L? 1/ds\?2 L? a k 1
fio=0 = () 4] e g2 <oy 2)
(=0) 2m L\dyp T “ 2mr3 1o “ 2rz 1o
( (a* — €?) 1 ) «

=——<0
2a

- 2a(a —e)?  (a—e)

o - L?*a L
2B’ Vam V_2mE
Die grofse Halbachse a folgt also aus der mechanischen Gesamtenergie F. Da wir

gebundene Zustande (Ellipsen) betrachten, gilt £ < 0. Die kleine Halbachse b folgt
dann mit dem Drehimpuls L.

= la=—
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3. Kepler'sches Gesetz

Dieses Gesetz folgt aus den ersten beiden. Wir werden das 2. Kepler’sche Gesetz
auf die in einem Umlauf iiberstrichene Fléche S an:
L

— qab=T—
S =ma 5

wobei mab die Ellipsenfliche und T' die Umlaufzeit ist.

N T?  7©2a?b*4m? 4An*mPk 4An’m 4Arn? . Y
— = = = = = const.
a? L?a3 L? Q@ myy

Mit der Sonnenmasse mg und der Gravitationskonstante v ist diese Konstante fiir
alle Planeten gleich.

Formeln zu den drei Kepler’schen Gesetzen

1. Kepler’sches Gesetz (Ellipsensatz):

1 1
— = —(1+¢ecosyp)
r

k
b? L2
E = E, k = — = —
a a am
a L%a L

aqQ = ——— =

2F’ am vV —2mE

(Fir die Definition von a,b und e siehe Abb.
2. Kepler’sches Gesetz (Flichensatz):

dS 1
E = % |L| = const.

3. Kepler’sches Gesetz:

T2  4An’m?k  4An’m .
— = = = const.
a3 L2 o

2.5 Annahme von Punktteilchen

Bisher haben wir nur die Wechselwirkung zwischen punktféormigen Massen betrach-
tet. Warum ist dies fiir ausgedehnte Korper wie Planeten iiberhaupt gerechtfertigt?
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ausgedehnter
Korper V.m

Punktmasse M

Abbildung 2.19: Gravitative Wechselwirkung zwischen einem ausgedehnten Kor-
per und einer Punktmasse.

Sei F(r) die Gravitationskraft, die ein ausgedehnten Kérper auf eine Punktmasse
mit Masse M an der Position r ausiibt. Wegen dem Superpositionsprinzip folgt
diese als ein Volumenintegral iiber die Massenverteilung mit Dichte p(r) im aus-
gedehnten Korper:

P = [ (Mot T
Ir —r'|
Diese Kraft besitzt das Potential

wmz/fmﬂMMﬂ !

W), VV = —F(I')

da Integral und Ableitung hier vertauschen. Man betrachte die Divergenz:
V-F(r) = —AV(r) " E" _4ny Mp(r)

Der Gauf’sche Satz (benannt nach CARL FRIEDRICH GAUSS) besagt:

/ F-dA:/VF~dV
oV 1%

Der Gauf’sche Satz erlaubt es uns also, ein Volumenintegral in ein Flédchenintegral
umzuwandeln. Das ist dhnlich wie beim Stokes’schen Satz, der ein Flédchenintegral
in ein Linienintegral umwandelt. Wir betrachten jetzt eine Kugel mit konstanter
Dichte pg. Dann muss das Kraftfeld rotationssymmetrisch sein, F(r) = f(r)é,.
Die skalare Kraft f(r) kann mit dem Gauf’schen Satz berechnet werden. Wir
betrachten erst den Fall, dass der Massenpunkt aufserhalb der Kugel liegt, » > R:

4
/FdA = /f(r)érr2d§2 =4nrf(r) = /VF dV = —4xryM p0§R3
——

m
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Abbildung 2.20: Nach Gauf kann das Flachenintegral iiber das Vektorfeld an der
Oberflache in ein Volumenintegral iiber den Kérper umgewandelt
werden.

r>R
r<R

Abbildung 2.21: Geometrie fiir die Berechnung der Kraft: wir betrachten sowohl
Massenpunkte aufterhalb als auch innerhalb der Kugel mit kon-
stanter Dichte und Radius R.

= | £(r) = —9Mm

Die ausintegrierte Wechselwirkung ist also genau die, die auch zwischen zwei
Punktteilchen herrscht. Das berechtigt zur Annahme, in der Planetenbewegung
Punktteilchen anzunehmen.
Im Falle r < R ist die Rechnung ganz &hnlich:
4 o R3
2 _ 3
Arr® f(r) = —4mwyM po 3"
3

MRS

r
R?
Das wiire also zum Beispiel die Kraft, die ein Teilchen erfidhrt, das in einem Schacht
in die Erde eingefiihrt wird. Die Wechselwirkung genau in der Mitte (r = 0)
verschwindet, wie es aus Symmetriegriinden auch sein muss. Sie steigt dann linear
mit 7 an, bis der Radius R erreicht ist (also fiir die Erde die Erdoberflache). Dann
féllt sie mit f(r) ~ —1/r? wie fiir ein Punktteilchen ab.

= |f(r) = —yMm
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1
N

Abbildung 2.22: Die Wechselwirkung zwischen einem Punktteilchen und einer Ku-
gel konstanter Dichte ist innerhalb der Kugel linear mit dem Ab-
stand und geht dann in die Wechselwirkung zwischen zwei Punkt-
teilchen iiber.

Beispiel Fall durch die Erde

Im Film Total Recall bauen die Menschen einen Schacht durch den Erdkern, um
in einem Aufzug schnell auf die andere Seite zu gelangen, genauer von England
nach Australien. Diese Idee ist genial, weil man dafiir keine Energie benotigen
wiirde, aber auch total unrealistisch, weil man nicht durch den Erdkern bohren
kann. Solch eine Durchquerung dauert im Film 15 Minuten. Ist dies realistisch?
Einsetzen der Kraft im Inneren der Erde in das zweite Newtonsche Gesetz ergibt:

r

mr = —ymMR3

Nach kiirzen der Masse m ergibt der Vergleich mit der Form des harmonischen
Ostzillators

mi+wir =0

die Schwingungsfrequenz fiir diesen Fall:

yM
YTV R

Ein Fall auf die andere Seite entspricht genau einer halben Kosinus-Schwingung,

man beginnt mit verschwindender Geschwindigkeit und kommt am Schluss auch

wieder genau zum Stehen. Einsetzen liefert mit Ty = 52 eine Fallzeit von ca.

40 Minuten. Der Film hat also die Fallzeit zu positiv dargestellt, aber die Gréfken-
ordnung stimmt.
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3 Dynamik in einer Dimension

3.1 Fallgesetze

Freier Fall

E(t) = —g
Dies ist eine gewohnliche, lineare, inhomogene Dgl. 2. Ordnung. Die Losung dieser
Dgl. ist einfach, aber es ist wichtig, die Konzepte dahinter im Detail zu verstehen.
Wir beginnen mit einer Verdoppelung der Variablen, d.h. statt x betrachten wir x
und v = &. Dann haben wir zwei Differentialgleichungen:

T =, @:—g‘

Die Differentialgleichung 2. Ordnung fiir x wurde also durch Verdoppelung der
Variablen © — (z,v) in zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfithrt. In
Matrixschreibweise kann es auch folgendermafien geschrieben werden:

x 0 1\ [z 0
(”) - <O O) <U> i (_9)
G
homogen inhomogen

Wir 16sen erst die Gleichung fiir v:

dv Separation der
W do=—gdt = [dv=—g [dt+C
dt g Vari:ailen v g / v g / TG

= 'U:—gt—I—Cl

Damit 16sen wir die Gleichung fiir x:
1
Zt:U:—gt+01 = T = —§gt2+C’1t+C’2

Definiert man nun v(0) =: vy = C} = vy, z(0) =: 29 = Cy = x, so folgt:

1 2
I:$0+Uot—§gt

Dieses Ergebnis ist die Wurfparabel ohne Horizontalgeschwindigkeit, die wir schon
in der Kinematik hergeleitet hatten.
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Kapitel 3 3.1. FALLGESETZE

v,=0

Abbildung 3.1: Freier Fall mit verschwindender Anfangsgeschwindigkeit

Fall mit Stokes’'scher Reibung

Abbildung 3.2: Krifte auf fallende Kugel in Fliissigkeit

Die Stokes-Kraft F; ist die Reibungskraft, die eine Fliissigkeit auf eine Kugel aus-
iibt, die sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt. Sie wird in der Hydrodynamik
aus der Stokes-Gleichung (Navier-Stokes-Gleichung bei kleiner Reynoldszahl, also
bei hoher Viskositdt der Flissigkeit) berechnet:

n Viskositét
_ _ _ R Kugelradius
FS - 67T7]R?) = FS o f?] ’5 - 67”7R v Geschwindigkeit
¢ Reibungskoeflizient
Bewegungsgleichung:
mi =—mg—E&& = mv=—mg—E&v

Wir haben also wieder eine inhomogene lineare ODE 1. Ordnung fiir v. Wir fangen
mit dem homogenen Fall an:
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Kapitel 3 3.1. FALLGESETZE

Das ist die Dgl. fiir den radioaktiven Zerfall: die differentielle Anderung ist pro-
portional zur Zahl der Kerne:

\ N #Kerne
N =-AN A Zerfallskonstante, [)\}:%

Separation der Variablen:

aN

N = —\dt

Wegen &Y = dIn(N) ergibt sich:

Anwenden der Exponentialfunktion auf beide Seiten liefert:
NN = N = M0 — XM wobel C) 1= €0

Mit Ny = N(t = 0) und somit C; = N folgt:

N(t) = Noe ™| exponentieller Zerfall

In(N)

Abbildung 3.3: Radioaktiver Zerfall: die Zahl der Kerne zerfallt exponentiell.

Der komplementire Fall ist das Populationswachstum: N = r N mit » Wachstums-
rate

= | N(t) = Noe""| exp. Wachstum

Zuriick zur Losung des homogenen Falls fiir den Fall mit Reibung: aus der Sepa-
ration der Variablen ergab sich:

: _£
V=—2v=v=1pe m'
m
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Kapitel 3 3.1. FALLGESETZE

d.h. die Geschwindigkeit zerfillt exponentiell. Weiter zum inhomogenen Fall: Se-
paration der Variablen

&v dv
dv=—g(1+ Dyt = — 2 — _ga
v=oUE L) S T ey~
dv

= | —n-—= [ —gdt+C

/<1+5v/mg) /9 :
= %1n(1+i—2)=—gt+01
= U:@[eﬁ(crgt)/mg_l}t_*_ofvz__mg:_voo mit 'Uoo:@>0

§ § §

Dieses asymptotische Ergebnis kann auch direkt aus der Differentialgleichung ge-
wonnen werden: Steady State Bedingung v =0 = v = —% v
to=0= vy =1y [ecl/”‘” — 1}

= (& + 1) — eol/voo

Voo

= |V = U [(2 +1)e 97 — 1] = (vg + vao)e 977 — vy

[e.9]

v, 1 exponentielle
Annéherung an v.,

Abbildung 3.4: Beim Fall mit Stokes’scher Reibung zerfillt die Anfangsgeschwin-
digkeit exponentiell auf den asymptotischen Wert.

Losung fiir die Position: & = v = (vg + voo)(fgt/voo — Voo
= 2(t) = —(vg + Vo) e I — vt + O
g

Im Falle t = 0:

Voo
= x9 = —(vg —i—voo)? + C,
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Kapitel 3 3.1. FALLGESETZE

= | 2(t) = 20 — Vaol + (Vo + Vo) 2 (1 — e~ 9/7)
g

Fiir kurze Zeiten haben wir wieder das Ergebnis der Wurfparabel (beschleunigte
Bewegung), fiir lange Zeiten gewinnt aber die Reibung und die Bewegung erfolgt
mit konstanter Geschwindigkeit. Man {iberpriift leicht, dass alle physikalischen
Dimensionen Sinn machen.

X kurze Zeiten:
Wurfparabel

lange Zeiten:
Xx=-v_{t

Abbildung 3.5: Beim Fall mit Stokes’scher Reibung geht die beschleunigte Bewe-
gung fiir lange Zeiten in einen Fall mit konstanter Geschwindigkeit
iiber.

Limes freier Fall 7 { = 0 = vy = % — 00

Mit u = % < 1 bei fester Zeit t gilt:

2

eI — T ] —u % quadr. Naherung aus Taylorreihe fiir e™

Quadratische Naherung in allgemeine Losung eingesetzt:

1
= x9 + vot — égtz v freier Fall

wobei sich der lineare Term —uv,t wegkiirzt und beim quadratischen Term wvy
gegeniiber v, vernachlassigt werden kann.
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Kapitel 3 3.2. MATHEMATISCHER EINSCHUB 5: LINEARE ODES

3.2 Mathematischer Einschub 5: Lineare ODEs

Allgemeine Losung homogener Dgl.

Wir betrachten zundchst den homogenen Fall fiir eine lineare ODE n-ter Ordnung;:

L@ = 3 £l T — g

Die allgemeine Losung ist eine Losungsschar x(t|v,...,7,), die von den n Inte-
grationskonstanten 7; abhéngt. Typischerweise werden diese durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt.

Satz von Picard-Lindel6f: die Losung der Differentialgleichung () = f(¢, x)
existiert und ist eindeutig, wenn f(t,x) Lipschitz-stetig ist in = (es existiert eine
Zahl L, sodass |f(t, 1) — f(t,z2)| < L|xy — 3]).

Die Einschriankung auf die erste Ordnung ist kein Problem, da wir Differential-
gleichungen héherer Ordnung immer zu einem System von Differentialgleichungen
erster Ordnung umschreiben kénnen. Dieser Satz sagt im wesentlichen aus, dass
in der Kurvenschar der Moglichkeiten alle Punkte abgedeckt sind und es keine
Kreuzungen gibt (denn die Eindeutigkeit wére sonst verletzt).
Superpositionsprinzip: Mit x1(¢) und x(t) ist auch ¢ (t) + coxo(t) Losung.
Beweis: Folgt aus der Linearitdt des Differentialoperators:

L(”)(clxl + cox9) = 1l LMz + o LMWz =0 g.e.d.
0 0

Das Superpositionsprinzip legt nahe, dass die allgemeine Losung in Grundlosun-
gen zerlegt werden kann. Wir suchen also eine Basis fiir den Losungsraum. Wie
bei Vektoren definieren wir (mathematisch kann man mit Funktionen auch einen

Vektorraum definieren): die m Losungen x4 (t), . . ., x,,(t) heifen linear unabhingig,
wenn

Z ;T4 (t) =0

j=1
nur fiir aq,...,q,, = 0. Ein praktisches Kriterium, um das zu priifen, ist das

Berechnen der Wronski-Determinante. Wenn diese nirgends verschwindet, dann
sind die Funktionen linear unabhéngig.

Satz Die allgemeine Losung einer homogenen linearen Dgl. n-ter Ordnung lésst
sich als Linearkombination von genau n linear unabhéngigen Losungsvektoren
schreiben (Fundamentalsystem).
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Beweis: Sei m die maximale Zahl der linear unabhéngigen Losungsvektoren.
Dann ist die allgemeine Losung

x(t|y, ) = Z a;z;(t)
j=1

Andernfalls wére m nicht maximal.
Noch zu zeigen: m =n

m < n = x ware nicht die allgemeine Losung 4

m >n = x wiirde von mehr als n Parametern abhéngen /

= m=n q.e.d.

Allgemeine Losung inhomogener Dgl.

Jetzt zum inhomogenen Fall:
L™ () z(t) = h(t)

z.Bsp. h = —myg fiir Fallgesetze.

Satz: Sei x(t|y,...,7,) die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
L™ (t)z(t) = 0 und sei x¢(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, also
LM (t)xo(t) = h(t). Dannist Z(t|y1, ..., Vn) = 2(t|71, ..., 1) +20(t) die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung.

Beweis: durch Einsetzen:

LWE(t) = L™ (t) + L™x(t) = h(t)
—_—— —
0 h(t)
= Z(t) ist Losung
Z(t) ist auch die allgemeine Losung, da es von 7,,...,, abhingt. g.e.d.

Beispiel

Stokes-Fall

Vo= —g ——=_v
~~ ~— m >~~~
L inhomogen

homogen: g =0

= U(t) = Ceiﬁ/mt [C Integrationskonstante
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Inhomogen: spezielle Losung?
Steady state: Losung:

0=0= v(t) = —Voo = ——

§

= Allgemeine Losung:

v(t) = Ce™¥/mt —py

t=0=1v=0C—-vy = |v(t)= (v0+voo)6_£/mt_voo

Das gleiche Ergebnis haben wir oben mit Separation der Variablen berechnet. Hier
folgt es viel einfacher aus dem Satz iiber die allgemeine Losung einer inhomogenen
linearen ODE. Der Raum der Losungen wird also von den Funktionen 1 und e~
aufgespannt. Mit der Wronski-Determinante kann man leicht priifen, dass diese
beide wirklich linear unabhéngig sind.

Damit ergibt sich folgendes Rezept:

1. n linear unabhéngige Losungen finden fiir die homogene Gleichung
2. eine spezielle Losung fiir die inhomogene Dgl.
3. die Summe bilden, damit ist das Problem gelost

Konstante Koeffizienten

In der Klassischen Mechanik hat man es oft mit linearen Dgl. 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten zu tun, zB mit dem harmonischen Oszillator mit Dampfung
und duferer Kraft:

asd + ay& + apx = h(t)

Homogener Fall

Im homogenen Fall (h(t) = 0) verwendet man den Exponentialansatz: x = zqe"

= asxoer? 4+ ayxoetr + agroe’ =0
= 20e" (agr® + a;r + ag) = 0 charakteristische Gleichung fiir r
NG - J/

0

—a + CL% — 4(12@0

= T1/2 = %
2
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Allgemeine Losung:

cre™t + et fiir vy # 1y
= z(t) = . A
c1e™ 4+ cote™t  fir vy = ro

Achtung: negative Diskriminante moglich, die Losungen der charakteristischen
Gleichung sind dann komplex.

Inhomogener Fall

Spezielle Losungen beim inhomogenen Fall (h(t) # 0) bekommt man immer iiber
eine Variation der Konstanten:

zs(t) = C1(t)x1(t) + Co(t)za(t)

Die resultierende Differentialgleichungen fiir die C;(t) sind oft sehr kompliziert.
Einfache Spezialfalle:

1) h(t) = const. (z.Bsp. Stokes) = Ty = n Steady State
Qo
2) h(t) =a+bt+ct’ = z,=A+ Bt +Ct*
3)  h(t) = AeM = x,=CeM
4)  h(t) = Cysin(wt) + Cy cos(wt) = x; = Asin(wt) + B cos(wt)

3.3 Mathematischer Einschub 6: Komplexe
Zahlen

Die imaginare Zahl ¢ = /—1 bildet die Grundlage, um die komplexen Zahlen zu
definieren. Eine komplexe Zahl z ist von der folgenden Form

z=x+1y

In der komplexen Zahlenebene werden Real- und Imaginérteil senkrecht zueinan-
der aufgetragen, eine komplexe Zahl kann dann als Vektor mit Betrag und Winkel
interpretiert werden. Fiir den Betrag von z gilt:

r? =% 4y = |2
Fiir den Winkel (auch Argument oder Phase genannt) gilt:

¢ = arg(z) = arctan Y
T
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———————

Abbildung 3.6: Vektorinterpretation in der komplexen Zahlenebene

Mit der Taylorreihe ergibt sich folgende Potenzreihe:

« N PPV
€ =1+ (i) + 5(ip)* + £ (ip)’ + ...
| 4ip— 20 — Ligh 4
= QY — = — =1
LA 680

2 3
® . ®
=(1-=+ ... R
( 2+ )+i(p G

=|cosg +ising = e

Obige Gleichung ist nach dem Mathematiker LEONHARD EULER benannt und
heifst deshalb auch Eulersche Formel. Setzt man in dieser ¢ = 7, so ergibt sich
ein schoner Zusammenhang (auch Fulersche Identitit genannt) zwischen den fiinf
wichtigsten Zahlen der Mathematik, also 0,1, 7, e, ¢:

Durch
z=T+ 1y =rcosp+irsing

und der Eulerschen Formel erhédlt man die Polardarstellung einer komplexen

Zahl:
Fiir die komplex konjugierte Zahl z* = x — iy ergibt sich die Polardarstellung:

= —1y
=17rcosp —irsing
=rcos(—p) +irsin(—yp)

=re ¥
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Abbildung 3.7: Darstellung einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten

Die Betrage stimmen also iiberein, aber die Winkel sind gegensétzlich.
22¥ = rePre¥ = p2e¥ T = 2
}ei“’| = Veive—iv = 1 diese Zahlen liegen auf dem Einheitskreis
Aus
€’ = cos p + isinp
e % = cosp —ising

folgt

L —i
cosy = §(e e Umkehrung der

1, . ) _

sing = — (% — o=t Euler-Formel
L

1

Vergleiche die analogen Formeln im Reellen fiir Kosinus und Sinus Hyperbolicus:
1
cosh p = 5(6“" + €7 %) = cos(iyp)
sinh ¢ = E(e@ — e %) = —isin(ip)

Additionstheoreme:

cos(a + ) = Re ¢®*?) = Re e
= Re (cos a + isin a)(cos v + i sin )

= cosa cos 3 — sina sin 3

Analog kann auch fiir den Sinus verfahren werden. Es ergeben sich so auf einfache
Weise die bekannten Additionstheoreme:

cos(a + ) = cos cos f — sin« sin

sin(a + 3) = sina cos B + cos a sin 3
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3.4 Der harmonische Oszillator

Grundgleichung

Abbildung 3.8: Harmonischer Oszillator: eine Masse m wird durch eine Feder mit
Federkonstante k gehalten.

Die Masse erfahrt eine lineare Riickstellkraft F', die der Auslenkung x proportional
ist. Es gilt das Hooke’sche Gesetz (genannt nach ROBERT HOOKE, einem Zeitge-
nossen von Newton, der das Mikroskop erfunden und damit als erster Mensch
Zellen beobachtet hat, aber auch wichtige Beitrige zur Mechanik geleistet hat):

F=—-kx
Die Federkonstante & hat somit die Einheit: [k] = 2.

= mi=—kx

N k
= x+w§x=0, wo =14/ —
m

Die Dgl. ist linear, homogen und hat konstante Koeffizienten.
= Exponentialansatz: x = Ae® = Ae*(a® +wi) =0

= charakteristische Gleichung: o + wi = 0

= a=F1uwy

= |z(t) = Ay e + A_e ™| allg. Losung

Man beachte: z(t) muss reell sein! Wir fordern also = = x*:
A+€zwot + A_e—zwot = = l'* — Aj_e_wot + A*_ezwot

= A, =A", A=A = A_ =a+ib A_=a—ib
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Es gibt also nur zwei unabhéngige Parameter a und b, wie es bei einer Differenti-
algleichung zweiter Ordnung auch sein muss.

= |x(t) = Asin(wgt) + B cos(wpt) A=-2b, B=2a

Aufgrund der Anfangsbedingungen ergibt sich B = x(0) und A = %2). Die allg.
Losung ist in dieser Darstellung die Uberlagerung von zwei Schwingungen mit
gleicher Frequenz, aber verschiedenen Amplituden. Sie kann aber umgeschrieben

werden zu
[E(t) =/ A2 + B2 (L Sin(wm’;) -+ L COS(Wot)>
%,_/1/1424_82 1/142_|_B2
Ao ——— —

= Ap(cos a sin(wgt) + sin a cos(wot))

Durch Anwendung der Additionstheoreme ergibt sich:

x(t) = Apsin(wot + «)

Die allg. Losung ist also eine Schwingung mit Eigenfrequenz wy, Phasenverschie-
bung o und Amplitude A,.

x(t)

/ /.

T =21/,

Abbildung 3.9: Die allgemeine Losung des harmonischen Oszillators ist eine reine
Schwingung.

Der harmonische Oszillator ist nicht nur fiir die Mechanik sehr wichtig, er kommt
zum Beispiel auch in der Elektrodynamik und der Quantenmechanik vor.
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Beispiel

elektrischer Schwingkreis

U, = LI, UC:%

Nach KIRCHHOFF ist die Summe der Spannungen 0, d.h. Uy, + Uz = 0.

Q

:>LI_|__:O I elektr. Strom =
% [ tr. St )

.1
= II+—=—1=0
te

= ]—FW(Q)I:O Wy = E

Kondensator

Spule 3 i
Induktivitat L Kapazitit C

Abbildung 3.10: Veranschaulichung zum elektrischen Schwingkreis

Gedampfter harmonischer Oszillator

k/2 k/2

o

Abbildung 3.11: Moglicher Aufbau fiir einen geddmpften harmonischen Oszillator
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Wir erweitern den harmonischen Oszillator um einen Reibungsterm (&hnlich der
Stokes’schen Reibung bei den Fallgesetzen):

mi = —kx — X

g = i Déampfung
2m

= |i+28%+wjz =0

= Exponentialansatz: © = ae™

= charakteristische Gleichung: \? + 28\ + wa = 0

= Al/zz—ﬂﬂ:\/BQ—wg

= T = ale)‘lt + CLQB)\Qt (/\1 7é )\2)

Es konnen also drei Falle eintreten:

* < wg schwache Dampfung
% = wj kritische Dampfung
3? > w? starke Dampfung

Beispiel
elektrischer Schwingkreis mit Widerstand
Up+ UL +Uc=0
Ri+Li+ tr=0
ol =

1 R

B:_

Y=\ Te oL

Die verschiedenen Fille werden wir nun genauer betrachten.
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Abbildung 3.12: Der elektrische Schwingkreis mit Widerstand ist gedampft.

X

Abbildung 3.13: Schwache Dampfung: exponentielle Dampfung der Amplitude.

1. Schwache Dampfung

B2<w§ = Al/gz—ﬁiiw, w:\/wg—BQ

= r= e Pt (are™" + age™™")
v /

.

. . TV
Démpfung der Amplitude Schwingung mit Frequenz w<wg

Mit den Anfangsbedingungen erhélt man:

vy + B

= |z(t) = e (20 cos(wt) +
w

sin(wt))

Das System schwingt mit Frequenz w < wy und die Amplitude ist exponentiell
gedampft.

2. Kritische Dampfung

F=w; = w=0
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= nur eine Losung A\ = —f fiir die charakteristische Gleichung

= Fall r; = r, im ME Differentialgleichungen

= |2(t) = e (20 + (vo + Bxo)t)

Dies entspricht dem Limes w — 0 im Fall 1 (222 — 1 fiir 2 — 0). Alternativ kann

Abbildung 3.14: Kritische Dampfung: aperiodischer Grenzfall.

man diese Losung im Sinne des mathematischen Einschubs verstehen als den Fall,
in dem die beiden Losungen der charakteristischen Gleichung entartet sind. Es
gibt keine Schwingung mehr, héchstens einen Nulldurchgang bei entsprechenden
Anfangsbedingungen (aperiodischer Grenzfall).

3. Starke Dampfung

B>wy = Mijpp=—-B*y 0<7:\/52—W(Q)<B

= |2(t) = e P (a1 + age™)

Es liegt also ein rein exponentieller Abfall ohne Schwingung vor (Kriechfall).

X

X

Abbildung 3.15: Starke Dampfung: Kriechfall.
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a :%(xO+M)
a :l(g; _w>
2 2 0 ~

Die Abbildungen 3.13, 3.14, 3.15 kann man mit Wolfram Mathematica generieren.
Dazu kann man folgenden Code benutzen:

omegal := 2

beta := .5

s = NDSolve [{x’’[t] + 2*beta*x’[t] + omegalO~2*x[t] == 0, x
[0]l== 0, x’[0] == 1}, x, {t, O, 30}]

Plot [Evaluate [{x[t]1} /. s], {t, 0, 30}, PlotRange -> All]

In diesem Code benutzt man eine numerische Methode, die sogenannte Runge-
Kutta Methods verwendet, um die Differentialgleichung zu 16sen.

Getriebener harmonischer Oszillator

Mechanisches System: das System wird von aufen mit Frequenz w getrieben

EF
i+ 2B + wo’r = =2 cos(wt)
m

0> k/2 k/2

o

Abbildung 3.16: Getriebener harmonischer Oszillator

Beispiel

Realisierung als elektrischer Schaltkreis: U = Uy sin wt

. . ]
= L]+RI+5 = Uyw cos wt
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Abbildung 3.17: Der elektrische Schaltkreis fiir den getriebenen harmonischen Os-
zillator enthélt eine Wechselspannung.

Um die Differentialgleichung fiir den getriebenen harmonischen Oszillator mit ei-
nem Exponentialansatz 16sen zu kénnen, setzen wir die Losung einfach ins Kom-
plexe fort:

Fy .
54 2B8% 4 wylz = —0 gt
m

Als reelle Losung nehmen wir dann z(t) = Re z(t).

Die allgemeine Losung ist nach dem ME Differentialgleichungen die Summe der
allgemeinen homogenen Losung und einer speziellen Lésung der inhomogenen Glei-
chung:

Z(t) = Thom(t) + zo(t)

Thom(t) entspricht Fy = 0 = geddmpfter harmonischer Oszillator = Losung
zerfallt in der Zeit = FEinschwingvorgang. xo(t) dominiert also nach dem Ein-
schwingen = wir suchen nur nach dieser Losung. Mit dem Exponentialansatz
2(t) = Ae™t = |A|ee™t bekommen wir also fiir die reelle Losung nach langer
Zeit:

x(t) = zo(t) = |A| Re (e"?e™") = | A| cos(wt + ¢)

Wir benétigen also Betrag |A| und Phase ¢ von A. Wir setzen den Exponential-
ansatz in die Differentialgleichung ein:

Fy1 .
[A(—w2 + 2ifw + wy) — —0] et =0
m/

-

~~
=0

114



Kapitel 3 3.4. DER HARMONISCHE OSZILLATOR

oA Fy 1 Ry (WP —wf) 4 2ifw
om (W2 —wd) = 2ifw m (WP — wd)? + 45%w?

Fyr (w? —wd)? + 452w \1/2
= VAA* = —
- M (et )

Fy 1
m (WP —wp)? £ 45%?

F F
|A\—>{m£3:70 w0

Lol W — 00

Al =

Im Limes  — 0 kommt es zur Resonanzkatastrophe (im Englischen resonance

Al

aalie>

Abbildung 3.18: Amplitude des getriebenen harmonischen Oszillators.

disaster), wenn die treibende Frequenz der Eigenfrequenz entspricht. Diese Phé-
nomen wird in der Regel fiir grofe Schwingungen von Briicken verantwortlich ge-
macht, z.B. beim Einbruch der Briicke von Angers 1850, der Tacoma-Narrows-
Briicke 1940 oder den Schwingungen der Milleniumsbriicke London 2000.

Nach der Amplitude betrachten wir noch die Phasenverschiebung:

Re A= — AP (w? — w?)
Fy

m A=—2"|APBw <0
Fy

Im A
Re A

p = arctan
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Im A

7

Abbildung 3.19: Da der Realteil negativ ist, hinkt die Schwingung der Anregung
hinterher.

= 0>¢p>—-7
= Schwingung hinkt hinterher

w=wy = Re A=0 = gO:—g

i)
T~
[\

f—0: Sprung bei o,

Abbildung 3.20: Je kleiner die Ddmpfung, desto sprunghafter die Phasenverschie-
bung.

Hier kann man die Differentialgleichung auch mit Wolfram Mathematica l6sen:

beta := 0.1

A =1

omega := 0.5

sl = NDSolve[{x’’[t] + 2*beta*x’[t] + x[t] == A*xCos[omegax*t],
x[0] == 0, x°[0] == 1}, x, {t, O, 100}]

pl := Plot[Evaluate [{x[t]l} /. s1], {t, O, 100}, PlotRange ->

A11]; Showl[p1l]
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Phasenraum

mi = —kx
Verdoppeln der Variablen:
k 2

V=T, T=0=——T=—WyT
m

(B _ (0 1) (e
o) \—w? 0)\v
Die (z,v)- Ebene ist der Phasenraum fiir den harmonischen Oszillator (in die-
sem Fall handelt es sich also um eine Phasenebene). (&,0) ist das Vektorfeld,

dass den Fluss des Systems durch den Phasenraum beschreibt. Das resultierende
Flussdiagramm heifst Phasenportrait. Der harmonische Oszillator hat geschlossene

1 2
v E *ﬁkxmax

Abbildung 3.21: Phasenportrait fiir den harmonischen Oszillator

Trajektorien, die Ellipsen sind. Ellipseneigenschaft:

. dx
E_w _dr_ v
v o dv —wiz

2,2 12

Separation 1
—wprdr =vdv = w0 + Qv = const

der Variablen
1o 1 5
= 5]{:1: + §mv =const = F
Die Energie E ist eine Erhaltungsgrofie.

1
—ka? Federenergie

2

1
—mu? kinetische Energie
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Mathematisch ist das genau die Ellipsengleichung. Mit Wolfram Mathematica kann
man den Phasenraum genauer anschauen, dazu hilft diese Code:

VectorPlot [{v, -x}, {x, -10, 10}, {v, -10, 10}] (*omega=1%)

Da der harmonische Oszillator linear ist, hat er keine ausgezeichnete Amplitu-
de, diese wird durch die Anfangsbedingung gesetzt, dndert sich dann aber nicht
mehr. Kleine Storungen bleiben klein, aber sie verschwinden auch nicht mehr. Bei
technischen Anwendungen mochte man jedoch oft eine ausgezeichnete und robuste
Amplitude implementieren. Dafiir benotigt man deshalb nicht-lineare Oszillatoren.
Einfachster Fall: van der Pol Oszillator

i+ p(r? - 1)i4+z =0
N——

neuer Term

|z| = 1 = harmonischer Oszillator
|z| > 1 = positive Dampfung
|z| < 1= negative Dampfung

<

Grenzzyklus

X

R
AN/

\S

Abbildung 3.22: Phasenportrait des van der Pol Oszillators fiir kleines p. Alle Tra-
jektorien enden im gleichen Grenzzyklus, d.h. die Amplitude ist
fiir alle Anfangsbedingungen gleich.

Beispiel

Tetrode-Schaltung von van der Pol

3

U= i I mit geeigneten Einheiten

. .1
LI+ U (I)I + 6[ = 0 Dgl. fiir van der Pol Oszillator
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L g °

Abbildung 3.23: Die Schaltung von van der Pol mit einer passenden nicht-linearen
Spannungsquelle.

Man kann den Phasenraum der van der Pol Oszillator mit dem folgenden Wolfram
Mathematica Code anschauen:

StreamPlot [{v, -x - m*(x*x - 1)*xv}, {x, -4, 4}, {v, -4, 4}]
VectorPlot [{v, -x - m*(x*x - 1)*v}, {x, -4, 4}, {v, -4, 4}]

Fadenpendel

Polarkoordinaten: die Gewichtskraft kann in Radial- und Winkelanteile zerlegt
werden:

Fo=Fe. + Fge,
F,. =mgcosyp
F, = —mgsinp

Bewegungsgleichung:

mla, &, + a,e,] =m [(r —rp?)e, + (27 + rgb)é<p]
= (Fr + FF)ér + FSf’éSD [FF Fadenspannung

Die Fadenspannung ist das erste Beispiel fiir eine Zwangskraft, die garantiert, dass
eine bestimmte Randbedingung eingehalten wird. Hier ist das die konstante Fa-
denlénge.

r=1[0= konst. = ¥=r=20

= Fp =—mly* —mgcosy
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Abbildung 3.24:

Fiir die Losung benétigen wir die Fadenspannung nicht explizit, wir konnen sie
hinterher falls gewiinscht ausrechnen. Wirklich relevant ist hier nur die ¢- Rich-
tung:

mlp = —mgsin ¢

= ¢ = —gsing (hier geht trige = schwere Masse ein)

=|Q+ % sinp = 0| nicht-lineare ODE

Naherung kleiner Winkel: sin ¢ ~ ¢

G+ wap =0 U)O:\/g

Wir erhalten also wieder den harmonischen Oszillator. Aus Dimensionsgriinden
konnte man schon erraten, was die Eigenfrequenz sein muss. Diese hangt also nur
von der Fadenldnge und nicht von der Masse ab. Dies ist der einfachste Nachweis
dass trage = schwere Masse gilt.
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4

Mehrteilchensysteme

4.1 Motivation

unbeweglich

harmonischer Oszillator

Abbildung 4.1: Die zwei wichtigsten Beispiele fiir Einteilchensysteme: Planetenbe-

wegung um eine unbewegliche Sonne und der harmonische Oszil-
lator.

Bisher haben wir in der Vorlesung nur Einteilchensysteme behandelt. Das war zum
Beispiel die Bewegung der Erde um eine unbewegliche Sonne oder der harmonische
Ostzillator. Jetzt wenden wir uns den Mehrteilchensystemen zu. Zunéchst werden
verschiedene Mehrteilchensysteme vorgestellt:

a)

2-Korper-Probleme in der Astronomie

Darunter versteht man das Problem der Berechnung der Bewegung zweier
astronomischer Objekte, die sich aufgrund der Gravitation anziehen (z.Bsp.
Doppelstern, Erde/Mond, Erde/Komet, Erde/Sonne). Dieses sog. Kepler-
Problem wurde von Newton gelost. Bei mehr als zwei Objekten erfolgt die
Berechnung mittels Storungstheorie oder Numerik.

Systeme mit sehr vielen Teilchen

Bei Systemen mit sehr vielen Teilchen (N > 1) (z.B. ein makroskopisches
Volumen Gas mit N = 6 x 10** Teilchen) sind exakte Ergebnisse iiber die Be-
wegung einzelner Teilchen weder moglich noch sinnvoll. In der Statistischen
Mechanik werden deshalb Aussagen erarbeitet, die fiir Ensembles gelten (ins-
besondere Mittelwerte und typische Abweichungen davon). Die relevanten
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.S,

Abbildung 4.2: Beispiel fiir ein 2-Korper-Problem: beim Doppelstern sind die bei-

den Massen relativ dhnlich. Newton hat gezeigt dass sich auch fiir
zwei Korper beide Massenpunkte auf Ellipsen bewegen.

Potentiale konnen dabei sehr unterschiedlich sein, sind aber in der Regel
konservative Zentralkrifte.

- 2
"o
” o

Abbildung 4.3: Die Statistische Mechanik beschéftigt sich mit Systemen mit sehr

c)

vielen Teilchen Teilchenbewegung, wie zum Beispiel einem Behélter
mit Gas.

Federsysteme

Systeme von Massenpunkte, die durch Federn gekoppelt sind, kommen oft in
technischen Anwendungen vor, sind aber auch Modelle fiir die Molekilphysik
und die molekulare Biophysik. Das einfachste Beispiel ist die lineare Kette
mit N = 2. Bei kleinen Auslenkungen (sinp =~ ¢) ist die Bewegung des
gekoppelten Pendels dazu dquivalent. Die lineare Kette mit N = 3 ist ein

Modell fiir Kohlendioxid C'O,.
Doppelpendel (N=2)

Schon das Doppelpendel kann zu scheinbar erratischen Bewegungen fiihren,
die im Prinzip berechenbar sind, aber empfindlich von den Anfangsbedin-
gungen abhéngen (deterministisches Chaos). Die chaotische Bewegung des
Doppelpendels wird in der Nichtlinearen Dynamik behandelt.

Um einen Eindruck von der nichtlinearen Dynamik zu bekommen, kann man
ein wenig mit der Simulation des Doppelpendels spielen:
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@O

lineare Kette N=2

gekoppeltes Pendel

Abbildung 4.4: Das gekoppelte Pendel ist fiir kleine Auslenkungen dquivalent zur
linearen Kette mit N = 2.

Abbildung 4.5: Das Doppelpendel hat eine chaotische Bewegung, die in der Nicht-
linearen Dynamik untersucht wird.

1 deqns = {Subscript[m, 1] x1’’[t] == (\Lambdali1[t]/Subscriptl[l
, 11) x1[t] - (\Lambdal2([t]/Subscript[1l, 2]) (x2[t] - =x1[t
D, Subscript[m, 1] y1’°[t] == (\[Lambdali[t]/Subscriptl[
1,11) y1l[t]l - (\N[Lambdal2[t]/Subscript[l, 2]) (y2[t] - yil
t]) - Subscriptlm, 1] g, Subscript[m, 2] x2’°[t] == (\
Lambdal2[t]/Subscript[1, 2]) (x2[t] - =x1[t]), Subscript
[m, 2] y2°°[t] == (\[Lambdal2[t]/Subscript[l, 2]) (y2[t] -
y1[t]) - Subscript[m, 2] gl};

3 aeqns = {x1[t]"2 + y1[t]~2 == Subscript[l, 112, (x2[t] - x1[
t])~2 + (y2[t] - yil[t])~2 == Subscript[l, 2]-2};
1+ ics = {x1[0] == 1, y1[0] == 0, y1°[0] == 0, x2[0] == 1, y2[0]
== -1, y2°[0] == 03};

¢ params = {g -> 9.81, Subscript[m, 1] -> 1, Subscript[m, 2] ->
1, Subscript[l, 1] -> 1, Subscript[l, 2] -> 1};

s soldp = First[NDSolve [{deqns, aeqns, ics} /. params, {x1, yi,
x2, y2, \[Lambdall, \[Lambdal2}, {t, O, 15}, Method -> {"
IndexReduction" -> {"Pantelides", "ConstraintMethod" ->
"Projection"}}11;

Animate [Graphics [{{PointSize [.025], {Red, Point[{x1[t], yi1[t

1C
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131}, {Blue, Point[{x2[t], y2[t]l}]1}, Line[{{0, 0}, {x1[t],
yiltl}, {x2[t], y2[t]1}}]1} /. soldp, {Gray, Line[Mapl[
Function [Evaluate [{x2[#], y2([#]1} /. soldpl]l, Range[O, t,
0.025]111}}, PlotRange -> {{-2, 2}, {-2, 0}}, Axes -> True,
Ticks -> False, ImageSize -> 500], {t, 0, 10, .025},
SaveDefinitions -> True]

e) Federsysteme mit vielen Teilchen

Modellsysteme wie der harmonische Kristall sind Thema der Festkorperphy-
sik.

ﬁf\v/\v/\ Mv/\v/'\v’
r)

) ) J,
[N NN s

Modell fiir Molekiile
harmonischer Kristall

Abbildung 4.6: Federsysteme sind auch Modelle fiir Molekiile und Festkorper.

4.2 Notation

Wir betrachten ein System mit N Teilchen (z.Bsp.: Planetensystem, Molekiil, Fest-
kérper, Gas). Jedem Teilchen ordnen wir einen Index i zu (1 < i < N). Dies darf
nicht verwechselt werden mit (zq, z9, 23) fiir die Koordinaten. Die Koordinaten des
i-ten Teilchen bezeichnen wir deshalb ab jetzt mit (z;, y;, z;). Ferner verwenden wir
folgende Bezeichnungen:

r; . Ortsvektor des i-ten Teilchens
m; . Masse des i-ten Teilchens
F, : Gesamtkraft auf das i-te Teilchen
F;; : Kraft des j-ten Teilchens auf das i-te Teilchen
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Die auf das i-te Teilchen wirkende Gesamtkraft F; ist dann:

Fi - fot +

duflere Krafte

N
1

J

innere Kréfte

Ein System heifst abgeschlossen, wenn es keine duferen Kréfte gibt, also F¢** = 0.

TTooS S Spule

F ™ auftere Kraft
12

«—— Innere Kraft

Abbildung 4.7: Auf Teilchen 1 wirken die inneren Kréfte von Teilchen 2 und 3
sowie dufere Kréfte, z.B. elektromagnetische Feldkrifte.

Anwendung des zweiten Newton’schen Gesetzes und des Superpostitionsprinzips
auf einen Massenpunkt liefert:

N
T)”LZI'Z = Fz = fot + Z F’L]

j=1

Das ist ein System von 3N gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen.
Wenn die Teilchen auferdem Ausdehnung haben, dann gibt es insgesamt 6 N Frei-
heitsgrade (also nochmals so viele fiir die Orientierungen).

n

Abbildung 4.8: Teilchen mit Ausdehnung: neben dem Ortsvektor bendtigen wir
noch Winkel fiir die Orientierung.
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Das dritte Newton’sche Gesetz (actio = reactio) besagt fiir die inneren Kréfte:

Fj;j=-F; = F,=-F; = F;=0

In der Newton’schen Mechanik kann also ein Teilchen keine Kraft aus sich selbst
ausiiben. Die Summe tber die inneren Krafte hat effektiv nur N — 1 Terme.

Beispiel

Sonnensystem: Sonne, acht Planeten (Mein Vater erklart mir jeden Sonntag unsere

Nachbarplaneten), deren Monde, Asteroiden, etc.

r, —r;

exrt __ _ ¢ J
Fi" =0, F;j=-—ymm; 3
r; — ;]

4.3 Erhaltungssatze

Impuls

i=1 j=1
Mit dem 2. Gesetz folgt dann:

= > mii =Y F Y Fy=> F (1)
7 A 2,J %
=0

Der Beitrag der inneren Kréfte fallt weg.

N N
DY Fy=> Fy= %(Z Fyj+ > Fj) W= %Z(Fij —F;)=0
i i i i

Fet .= Z Fé* Gesamtkraft

i
M = E m; Gesamtmasse
i

1
R = i Z m;r; Schwerpunkt
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Mit diesen Definitionen lasst sich (1) kompakt schreiben:

Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob alle Masse in ihm
® [ ] [ ]
R

Abbildung 4.9: Schwerpunktsvektor fiir zwei gleich grofse Massen, zwei unter-
schiedliche Massen und eine kontinuierliche Massenverteilung in
der Form eines Dreiecks.

vereint ware und die dufsere Gesamtkraft auf ihn wirkte. Die inneren Kréfte spielen
hier keine Rolle. Im abgeschlossenen System (F¢' = 0) bewegt sich der Schwer-
punkt geradlinig-gleichformig.

Definition:

P .= Z e Gesamtimpuls

= |P = MR = F=t

Fiir ein abgeschlossenes System ergibt sich damit die Impulserhaltung:

F"=0 = P=0

Drehimpuls

Wir definieren den Gesamtdrehimpuls als Summe der Einzeldrehimpulse:

L:ZLi:Zri Xpizzmi(ri X 1)

= L= Zmi[(f“i X ) + (ry x 1;)] = Z(ri x Fy)
— Z(ri x F§™) + Z(ri x F;;)
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Fiir Zentralkrifte (Fy; || (r; — r;)) verschwindet der zweite Term:

1 1
Zri xF;; = 52[(11 X Fy)+(rjx F )] = 52(1“1 —r) xFy;=0
ij i,j .J
Damit folgt der Drehimpulssatz:
= L = Z(I‘i X fot) = Mert [M‘””5 Gesamtdrehmoment

Fiir ein abgeschlossenes System gilt Drehimpulserhaltung:
M =0 = L = const.

Der Gesamtimpuls L kann zerlegt werden in Schwerpunktsanteil L, und Relati-
vanteil L,. Wir definieren Relativkoordinaten fiir jeden Massenpunkt i:

r,: Relativortsvektor

=R+

» M
Abbildung 4.10: Definition von Relativkoordinaten

Wegen
> miFi=> mi(ri—R)= MR- MR =0

ergibt sich fiir die Zerlegung des Gesamtimpulses:
= L= m(ryxi) =Y m[(R+T)x (R+1)]
=> mi[RxR)+ (RxT)+ (F x R) + (Ty x T1)]

- M(RLx R)+(R x (ZZ-: miti)) + ((Z: mT;) xR) + ;mi(fi X T;)

N N

=0 =0 L.
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In kompakter Schreibweise:
L=L,+L,
L,=MRxR)=RxP
Lr = Zmz<f1 X fl)

Vergleich mit dem Impuls:

7 ? =0

Der Gesamtimpuls hat nur einen Schwerpunktsanteil.

Energie

Zunachst multiplizieren die Bewegungsgleichung eines einzelnen Massenpunktes
skalar mit r; und summieren anschlieffend iiber i. Es ergibt sich:

Sl t) =4 (G mi) =S Fik

N————
=T kinetische Energie
Wir unterscheiden zwischen konservativen und dissipativen Kréften:
F, = —V,V(ry,...,ry) + F% [ V: Gradient fiir das i-te Teilchen
dv .
dt ,

)

d dis - :
= E(T +V) = Z F{" .t;| Energiesatz

i

Im Falle eines konservativen Systems folgt:
T +V = FE = const. Die Gesamtenergie ist erhalten.

Definitionen:
Tijg = Xi — Ty, Yij = Yi — Y5 Zij = % — %5

o 0 0
Vig = (Ga:ij’ dyi;’ 6’2@)
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Typischerweise haben wir fiir die inneren Kréfte konservative Zentralkréfte, d.h.
es gibt Zwei-Korper-Potentiale, die nur vom Betrag des Abstandes abhéngen:

Vi = Vij(rij)  mit ri; = [r; — 1

= Fz‘j = —V;Vij = =V;;Vij = +V;;Viy = V;Vi; = =Fji = V;Vj;

Jio

Die Matrix der Zwei-Korper-Potentiale ist also symmetrisch und hat eine ver-
schwindende Diagonale (da die Eintrige gerade den F;; entspréichen). Fir die
Energieerhaltung beziiglich der inneren Kréfte haben wir dann:

Db =D By f 3y fo By = ;Y
i ij 4J b
sk:alpFijhj

= Z —ViVij) - Eij = — thZV;J

Wir nehmen an, dass auch die externe Kraft konservativ ist:

= F = —VV ™ (r;) = =YV (ry, ..., 1) mit V' = Ve

Damit haben wir:
d
F.ext . .i - _ Vezt
2R 2

Fiir das Gesamtpotential folgt also:

1
= |V(ry,...,rn) = Zvewt() 52%

Gesamtpotential \ﬂ’__,
H/—/
t
ver Zi<j Vij

Dieses Ergebnis macht Sinn, jedes Paarpotential kommt effektiv nur einmal vor.

Virial
Wir grofs sind die relativen Betrige von kinetischer und potentieller Energie zur
Gesamtenergie? Diese Frage kann fiir das zeitliche Mittel beantwortet werden!
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Wir betrachten im folgenden nur konservative Kréfte. Wir multiplizieren die Be-
wegungsgleichung skalar mit r; und summieren auf:

= Z:mz(rlrl) ZXZ:FII‘IZ %Zmz(rlrl) —Z:?’)’LZI'Z2

)
-~ N—_——
verschwindet idR im zeitl. Mittel =27

Der zeitliche Mittelwert einer Funktion f(¢) ist definiert durch:

() = tim & [ pyat

T—00 T 0

dt Zml I 1)) = [Z m (T - 15 } — 0 (wenn (%) endlich)

(*)

Dies ist z.Bsp. der Fall bei gebundener Bewegung (Planeten, Federn) aber nicht
bei Streuung.

= |(T) = %<Z(V2V ;)| Virialsatz

i

Virial

Die kinetische Energie ist im zeitlichen Mittel gleich dem halben Virial.
Spezialfall: homogene Potentiale vom Grad k

V(ary,...,ary) =™V (ry,...,ry)

0 oV O(ar;
-y,
N p 8(041‘2) ’
a=1 ov
1 . y .
= |(T) = §k<V> Virialsatz fiir homogene Potentiale

131



Kapitel 4 4.3. ERHALTUNGSSATZE

Beispiele
Federn
1
Vij = §k’z‘j7“i2j

= k=2 = [(T)=(V)

Es ist genau gleich viel Energie in kinetischer und potentieller Energie ge-
speichert. Das gilt insbesondere fiir Molekiile oder Festkorper.

Gravitation

Vij = —’Ymimjf
= k=-1
= 2T) = =(V) = —(£ (1))

= (T) = —F (E <0 wegen gebundener Bewegung)
(V) =28 = [(V)] =2[(V)|

Es ist zweimal so viel Energie in potentieller Energie gespeichert wie in ki-
netischer Energie.

Satze fiir Mehrteilchensysteme

Impuls
P = MR =F"
Drehimpuls

L=RxP-+ mi(fini)
L %

L

Energie
d dis
Z(T+V) = > B,

)
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Potential

V(I‘l, R ,I'N> = Z‘/;ext(ri) + % Z‘/U

( .7
ext
14 Zi< J Vij

4.4 Zwei-Teilchen-Systeme

Wir werden uns im folgenden als Spezialfall der Mehrteilchensysteme den Zwei-
Teilchen-Systeme (N=2) zuwenden. Wir definieren Schwerpunkts- und Rela-

1 Beispiel:
1=Erde
2=Sonne

Abbildung 4.11: Ortsvektoren im  Zwei-Teilchen-System,  Definition  von
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

tivkoordinaten:
miry + Maly
R = EE— r = 1'1 - rQ
my1 + Mo

mo my

=rn=R+—r ro=R——r
M’ M
~ N

r ra

Zur Positionsbeschreibung der Massenpunkte sind (rq,rs) und (R, r) also dquiva-
lent. Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir R und r?
Schwerpunktsatz fiir abgeschlossene Systeme:

MR =F“' =0
Relativbewegung:
. . . Fext Fea:t F F Fext Fea:t 1 1
T S 1 —L—Fﬁ—i:;—i%—(—-i-—)]?lg
my ma my ma my ma my ma
———
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mi1me . mime
mi + Mo N M
In einem abgeschlossenen System gilt also fiir den Relativvektor:

Die zwei Bewegungsgleichungen sind also entkoppelt und man erhélt effektiv ein
Ein-Teilchen-System. Die Erhaltungssétze sind demnach wie in Kapitel 2 ( Dynamik
des Massenpunktes).

Kinetische Energie:

reduzierte Masse

1 1 2. 1 : my,

T — —m; 2 _ R A N2 - R _ T N2
2o pmh g B+ ) gma(R = )
1o 1 . :

= §M R”+ Pl (gemischte Terme heben sich auf)
—_——
T, T,
Drehimpuls:
L=L,+L,

L,=MRxR)=RxP
L, = Y m(f x Ty) = p(r x I)

=1,2

~

)

Potentielle Energie:

V:Vr:‘/l2

Theorem (Bertrand)

Stabile, geschlossene Bahnkurven gibt es nur fiir die Potentiale —% und
17..2

=kre.

2

Definition: Systeme, die sich durch Erhaltungssétze auf eindimensionale Inte-
grale reduzieren lassen, heiffen vollstindig integrabel. Das gilt fiir das Zwei-, aber
nicht fiir das Drei-Korper-Problem.

4.5 Kepler-Problem

Zwei-Korper-Problem mit der Gravitationskraft als wirkende Kraft zwischen den
zwei Massenpunkten.

mm
V(ry,ra) = Vig(r) = — A2

r
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r

= Fio= -V 1Vig = =V Vi = —lemgﬁ

. r r
= pf = —ymame—g = —yuM—5

Es handelt sich also effektiv um ein Teilchen der Masse p im Gravitationspoten-
tial von M, das sich mit dem Ortsvektor r um den Ursprung bewegt. Man fiihrt
demnach eine Ein-Teilchen-Rechnung durch und erhélt Kegelschnitte (Ellipsen fiir
E < 0, Hyperbeln fiir £ > 0) als Losung der Differentialgleichung. Wir interessie-
ren uns hier erst einmal fiir gebundene Bahnen, also Ellipsen. Wenn der Vektor r
auf einer Ellipse lauft, dann gilt das auch fiir die beiden Relativvektoren r; und 1,
im Schwerpunktsystem. Im Schwerpunktsystem laufen also beide Massen gleich-

fI:M-r
= — _ 1
L=\

Abbildung 4.12: Im Schwerpunktsystem laufen beide Ortsvektoren gleichsinnig auf
Ellipsen.

sinnig auf Ellipsen. Fiir die Halbachsen der Ellipsen in Abhéngigkeit der Massen
folgt aus der Ein-Teilchen-Rechnung:
1Mo pnmq ai Mo
a1 = —Y—— a9 — —

2E,’

i QET a9 B mq

D.h. je grofser die Masse, desto kleiner die Halbachse. Das Verhéltnis der Massen
von Sonne und Erde ist: z—; = 3,33 -10°. Mit der Halbachse der Erde ap =1 AFE
(Astronomische Einheit) = 1,5 - 10%km ergibt sich fiir die Halbachse der Sonne:

agzm—SaE:m:F)OOkm

4.6 Zwei-Teilchen-Streuung

Zwei Massenpunkte bewegen sich aufeinander zu, wechselwirken fiir eine begrenzte
Zeit und laufen wieder voneinander weg. Dieser Vorgang wird als Streuung oder
Stof$ bezeichnet. Streuexperimente sind zentral fiir die Atom-, Molekiil-, Kern-
und Elementarteilchenphysik, da sie es erlauben, aus den experimentellen Daten
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ml-\ P / J l l Stofprozess

1
/
®\ 1 2, ° Streuexp.

Abbildung 4.13: Bei der Zwei-Teilchen-Streuung sind die Bahnkurven ungebun-
den, wechselwirken aber in einem zentralen Bereich.

auf das Wechselwirkungspotential zu schliefien (das ist ein Beispiel fiir ein inver-
ses Problem, wobei das direkte Problem die Berechnung der Streuung aus dem
Potential ist). Man muss zwei verschiedene Bezugssysteme unterscheiden:
a) Laborsystem Y.,
Hier wird das Experiment gemacht. Wir verwenden fiir die Koordinaten im
Laborsystem die Bezeichnung: r;
b) Schwerpunktsystem g
Das Schwerpunktsystem ist theoretisch einfacher zu handhaben (wenn abge-

schlossen). Die Koordinaten kennzeichnen wir mit: r;, >, m;r; =0

Das vollstandige Problem kann nur in Kenntnis des Potentials gelost werden. Al-
lerdings konnen im allgemeinen Fall schon aus Impuls- und Energieerhaltung weit-
reichende Folgerungen gezogen werden (Impulsanalyse).

Impulserhaltung
Y P1 + P2 = P} + Py = const.

Das kommt daher, dass es keine dufleren Kréfte gibt. Dies sind drei Bestimmungs-
gleichungen fiir die sechs Unbekannte.

N /!

p. b, P, P, — 6 Unbekannte
Anfangsbed.

/ N

Abbildung 4.14: Die Zwei-Teilchen-Streuung hat sechs Unbekannte.
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Y P1+P2=DP; +Py=0
Da der Schwerpunkt hier ruht, heben sich die Impulse gerade auf. Das heifst:

= P1 = —P2, Py = —D)

0: Streuwinkel in X

Abbildung 4.15: Einlaufende und auslaufende Impulse im Schwerpunktsystem he-
ben sich jeweils auf.

Energieerhaltung

2 2

p; 3 Py
EL : o — - (—|—Q) [Q Energieiibertrag bei inelastischer Streuung
1 sz le

i= i=1
In unserem Fall ist Q = 0, denn wir gehen von elastischer Streuung aus (Ener-
gieerhaltung bei konservativen Kréften, keine zusétzlichen Freiheitsgrade wie An-

oder Abregung der Teilchen).

2 f)2 2 15’.2 ) )
s — 277; - — 27;%. (+Q) (ohne Beweis: Q = Q)

p> p2 mpu 21,1 1
7, = Pi | Do lmpulsat —(— +—)p; (i=1oder i = 2)

 2my 2me 2 'my my
_ b _ P}
20 2u
= |pi| = |pil

Die Energieerhaltung legt also noch die Betrdge fest. Da hier nochmals der Im-
pulssatz verwendet wurde, ist das nur eine zusétzliche Bestimmungsgleichung, es
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Alle Vektoren auf der gleichen
Kugelschale, aber zwei unbekannte
Winkel

V: Streuwinkel in ¥,
¢: Azimutalwinkel

Abbildung 4.16: Aufgrund der Energieerhaltung sind die Betrdge der Impulsvek-
toren vor und nach der Streuung gleich.

bleiben also noch zwei Unbekannte, ndmlich zwei Winkel. Davon ist aber bei ro-
tationssymmetrischen Potentialen nur einer relevant, ndmlich der Streuwinkel, der
im Folgenden eine zentrale Rolle spielen wird.

Wir machen jetzt noch die zusétzliche Annahme, dass Teilchen 2 (das Target) vor
dem Stof ruht (ro = 0). Demnach geht der Gesamtimpuls von Teilchen 1 aus,
p: = P, und der anféngliche Impuls von Teilchen 2 ist der Nullvektor, ps = 0.
Fiir die Impulse nach dem Stofs gilt:

-, KX m _
p; =mi(R+1)) = Mlpl + P
mq _ ma _
P, =p1+ P2 —P; =P1 — (MP1+P/1) = Mpl — P}
=0
Somit legt p} die beiden Endimpulse fest.
. —_/ _ . m2

Energieerhaltung :  |p}| = |p:1| = ‘ml(rl ‘ = |p1 — —p1 = |p1]

Impulsanalyse

Die Ergebnisse der Impulsanalyse mit einem ruhenden Target konnen in einem
Vektordiagramm zusammengefasst werden. Aus diesem Diagramm kann man auch
den Zusammenhang der Streuwinkel in Schwerpunkt und Laborsystem berechnen.
Wir definieren die Lingen x und y und lesen folgende Winkelverhéltnisse ab:

sind = 7y,
\p1|

cost) = a:/
|P1|
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Abbildung 4.17: Fiir ein ruhendes Target liegen alle Impulsvektoren in einer Ebene
und bilden ein einfaches Vektordiagramm.

Damit folgt:

tan1) = Y — Sn_lﬁ mitvzmﬁzﬂ [p1| _m
r+ 5t pil  cosV +y M py| M 5E|pi]  me

Die Beziehung zwischen ¢ und ¢ wird also nur durch das Massenverhiltnis be-
stimmt. Das Massenverhéltnis fithrt auch zu starken Einschrankungen auf die
moglichen Streuwinkel:

v > 1 der linke Punkt liegt auerhalb des durch p definierten Kreises (also so wie
in der Skizze), Streuung nur in Vorwértsrichtung, es gibt einen maximalen
Streuwinkel.

7 < 1 der linke Punkt liegt innerhalb des durch p/ definierten Kreises, alle Streu-
winkel mdoglich.

v =1 der linke Punkt liegt genau auf dem durch p] definierten Kreis, der Satz von
Thales besagt dann, dass die Teilchen im Laborsystem im rechten Winkel
voneinander wegfliegen (diese Aussage macht nur Sinn, wenn die Impulse
nicht verschwinden, was zum Beispiel beim Zentralstofs auf ein ruhendes
Target mit Impulsaustausch nicht mehr gilt). Ein Spezialfall ist der Zentral-
sto, also ¥ = m. Dann degeneriert das Dreieck zu einem Strich und man
sieht, dass die zwei Massen genau den Impuls tauschen. Das ist die Basis
von einem Fadenpendel mit mehreren Kugeln, das gerne als Einrichtungsge-
genstand verwendet wird.
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Streuung am 1/r-Potential

Zur vollstandigen Losung muss ein bestimmtes Potential betrachtet werden. Wir
betrachten dies jetzt fiir das Gravitations-/Coulomb-Potential, V' (r) = —%. Die
Bahnen sind also Kegelschnitte.

1
Anfangsgeschwindigkeit v = F = §/ﬂ'2 >0

Es gibt also keine gebundenen Zustande und die Bahnkurve ist nicht eine Ellipse,
sondern eine Hyperbel. Wir betrachten wieder ro = 0 (ruhendes Target) und die
Relativkoordinate r = ry — ry. Der Stofiparameter b ist der Abstand, um den das
einfallende Teilchen das Target verfehlen wiirde, wenn es keine Streuung gebe. Die

b: Stofsparameter
¥: Streuwinkel

¢ : asymptot. Winkel

L,-L, = const.

e=5>1

Abbildung 4.18: Die Zwei-Teilchen-Streuung mit Gravitationspotential ergibt Hy-
perbelbahnen.

Bahn des Massenpunktes wird beschrieben durch:

e
r=-—— mite=—>1 (Exzentrizitét)
1+ecosp a

Die Exzentrizitét ist grofer als 1 aufgrund der positiven Energie:

21°F

>1
a’u

e=y/1+

Im Grenzfall r = oo folgt der kritische (asymptotischer) Winkel:

1
po = arccos(——)
5

Dieser ist mit dem Streuwinkel verbunden durch:

9+ 1= 2pc
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Der Drehimpuls folgt aus dem Stofparameter, L = pbv. Damit folgt:

2(pbv)? 3 pw? buv?)?
5:\/1+—(’“}z 27 1+<”U2) (1)
a“l Qo

Fiir den Streuwinkel haben wir:
Y T 1

sinE = sin(pc — 5) = —cospe = -

Einsetzen in (1) und Auflésen nach b ergibt:

2

= (G ) o

Somit haben wir einen eindeutigen Zusammenhang zwischen dem Streuwinkel und
dem Stofsparameter gefunden. Kleine Stokparameter entsprechen grofen Streuwin-
keln und umgekehrt. Aber selbst fiir sehr kleine Stofparameter gibt es noch einen
Streuwinkel, weil das Potential langreichweitig ist.

1. ELI
2
*2

Abbildung 4.19: Hyperbelbahn der Streuung in Schwerpunkt- und Laborsystem.

DI

Streuquerschnitt

Der Zusammenhang zwischen Streuwinkel und dem Stofsparameter als Funktion
des Potentials erlaubt es, aus den experimentellen Streuwinkeln auf die Poten-
tiale zuriickzuschliefsen. Experimentell werden in der Regel sogenannte Streuquer-
schnitte gemessen. Typischerweise hat man eine homogene Verteilung iiber den
Strahl, d.h. die Stofiparameter sind nur entsprechend der Geometrie des Strahls
verteilt. Deshalb skalieren alle Teilchenzahlen proportional zum eingeschossenen
Teilchenfluss, also der Zahl der Teilchen, die pro Zeit und pro Querschnittsfla-
che eingeschossen werden, und alles kann auf ein Teilchen normiert werden. Zur
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Beschreibung des eingeschossenen Strahls sind zwei-dimensionale Polarkoordina-
ten angemessen. Nach dem Stoft fliegen die Teilchen in alle Richtungen weg, d.h.
hier sind die drei-dimensionalen Kugelkoordinaten angemessen, aber davon be-
noétigen wir nur die Winkelanteile. Wenn der Strahl in z-Richtung eingeschossen
wird, dann ist der Streuwinkel gerade der Polarwinkel 9 der Kugelkoordinaten.
Die andere Winkelkoordinate hat keinen physikalischen Effekt.

Jetzt muss man Grofen definieren, die wiedergeben, wie der ebene Strahl in ei-
ne kugelformige Verteilung aufgefachert wird. Wir nehmen ein rotationssymmetri-
sches Potential an, d.h. es gibt nur einen relevanten Winkel, ndmlich den Streuwin-
kel 9, der wiederum eindeutig aus dem Stofparameter b folgt. Allerdings messen
wir die gestreuten Teilchen nicht im ganzen Ring, der zu einem Streuwinkel gehort,
sondern nur in einem bestimmten Raumwinkel d? (also dem Raumkegel, der vom
Detektor abgedeckt wird).

Definition Streuquerschnitt:

p #Teilchen die pro Zeit in Raumwinkel d{2 gestreut werden
g =
#Teilchen die pro Zeit und Fléche einfallen

Wegen des eindeutigen Zusammenhangs zum Stofparameter gilt (Vorzeichen wer-
den weggelassen, im Prinzip gibt es hier ein Minuszeichen, weil b mit ¢ abnimmt,
aber die physikalischen Grofen miissen alle positiv sein):

Polarkoord. . db sin ¢
do " b dy dip = bsdd dp——
dQ B in 9 4 dp
L do _ydb 1 1d? 1 o cos(3) 1
dQ  “ddsing  2dYsing  2p%vtsin®(Y) sind
Wegen
VA (VY
siny = sin(§ + 5) = QSingcosa

folgt:

do o? 1
—_—= Differentieller Streuquerschnitt
dQ  4p?vtsin® g 1 1

Coulomb-Streuung von Elektronen an Kern mit Kernladungszahl Z

do  (Ze*)* 1
dQ  (4meo)? 16E2

v
sin™* 5 Rutherford’sche Streuformel
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do

r— i} sin”(0/2)

Abbildung 4.20: Im typischen experimentellen Aufbau misst ein Detektor mit
endlichem Raumwinkel alle Streuwinkel aus. Fiir die Coulomb-
Streuung féllt der differentielle Streuquerschnitt mit dem Winkel
stark ab (Rutherford’sche Streuformel).

Interpretation: j—g hat die Dimension einer Fliache. Ein Teilchen, das durch
do

diese Fliche tritt, wird in den gegebenen Streuwinkel gestreut. Je groker 52, desto
stiarker ist die Streuung (fiir diesen Streuwinkel). Eine Integration fithrt auf den
totalen Streuquerschnitt:

T do
Oto :27T/ d¥sin ¥ — 4.1
w2 [ avsino?y (4.1

Der totale Streuquerschnitt divergiert fiir das 1/r-Potential, weil diese Wechsel-
wirkung langreichweitig ist, d.h. ein Teilchen wird immer gestreut.

4.7 Lineare Schwingungen

Viele mechanische Systeme haben einen stabilen Grundzustand, um den sie kleine
Schwingungen ausfiihren. Im Sinne einer Taylorreihe sind das dann lineare Schwin-
gungen, die physikalisch einem Mehrteilchensysteme mit Massen und Federn ent-
sprechen.

Denn das Potential um ein Minimum bei zq ldsst sich approximieren als:

V() = V(wo) + V" (o) (& — o) —i—%V”(xO)(:L’ L
—_—

=0
Also gilt in erster Naherung (eindimensional, zy = 0)
F=-VV =-V"xy)x = —kx

was genau der Fall des harmonischen Oszillators ist. In der Molekiil- und Festkor-
perphysik ist V' oft das Morse-Potential.
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quadratische Niherung

Morse-Potential

>
7>

Abbildung 4.21: Naherung des Morse-Potentials.

Die Linearisierung von mechanischen Systemen ist ein sehr gut verstandenes Vor-
gehen. In der Molekiilphysik werden so Molekiile wie Kohlendioxid modelliert; in
der Biophysik werden damit grofte Biomolekiile modelliert. In der Festkorperphysik
werden damit Kristalle beschrieben und z.B. die Schallausbreitung in Festkorpern
beschrieben. Als Schwingungslehre sind die Theorie linearer Schwingungen auch ein
wichtiger Teil der Ausbildung von Ingenieuren. Lineare Schwingungen treten nicht
nur in mechanischen, sondern auch in elektronischen Systemen auf. Die mathema-
tische Behandlung &hnelt der des harmonischen Oszillators, aber jetzt miissen wir
in hoheren Dimensionen arbeiten.

Beispiele

Zwei gekoppelte Massen (Linearisierung zweier gekoppelter Fadenpendel)

miZ = —kixp — k12($1 - JUQ)
mgi'z = —kgill'z + kn(l’l — .CCQ)
[/ S S
| k, |

Abbildung 4.22: Zwei gekoppelte Fadenpendel.
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m 1m,
kl -k 12 - kz
X, X,

Abbildung 4.23: Linearisierung zweier gekoppelter Fadenpendel.

Gekoppeltes Federpendel: dasselbe wie linearisiertes gekoppeltes Fadenpen-
del, aber mit ko =0

1717177
I ohne Gravitation
‘ mit (D und k,=0
m,
k12
m,

Abbildung 4.24: Gekoppelte Federpendel.

Unendliche Kette, eindimensionaler Kristall

k m k m k m k
AP ANAGP AP AN

Abbildung 4.25: Die unendliche Kette ist das einfachste Modell fiir einen Kristall.

mE, = k(i1 — Tn) + k(Tp_1 — x5)
=k (anrl + Tpo1 — 2$n)

TV
diskretisierte 2. rdumliche Abl.

Dieses Modell fiihrt auf die Wellengleichung %87u — 02u = 0 mit der Schall-

geschwindigkeit ¢ = \/ka?/m, wobei u(x,t) die Auslenkung ist und a der
Abstand zwischen den Massen.

Molekiile und Festkorper werden oft durch grofsere Anordnungen von Massen
modelliert, die iber Federn wechselwirken.
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SN SN ‘s

Modell fiir Molekiile
harmonischer Kristall

Abbildung 4.26: Modelle fiir Molekiile und Festkorper.

Alle diese Beispiele konnen rigoros als sogenannte Eigenwertprobleme nach Ex-
ponentialansatz gelost werden. Wir formulieren das Problem erst sehr allgemein,
aber spezialisieren dann sehr schnell auf das Beispiel der zwei linearisierten gekop-
pelten Federpendel. Zunéachst fithren wir die Zahl f der raumlichen Freiheitsgrade
ein. Beim harmonischen Oszillator ist f = 1 und bei dem gekoppeltem Federpendel
ist f = 2. Fiir den allgemeinen Fall schreiben wird dann

f f
j=1 j=1

Das ist eine Verallgemeinerung von Newtons zweitem Gesetz fiir f Freiheitsgrade.
Der erste Term beinhaltet die Massen, also die Tragheit im System, und der zweite
die linearen Kréfte, die von harmonischen Potentialen stammen (keine Ddmpfung,
deshalb keine Ableitung erster Ordnung). In Matrixschreibweise lasst sich dies
verkiirzt darstellen:

M5(t) + Kx(t) =0

Man kann zeigen, dass im Fall der linearisierten Schwingungen um stabile Mini-
ma beide Matrizen symmetrisch und positiv definit sind. Jetzt machen wir einen
Exponentialansatz wie beim harmonischen Oszillator:

7i(t) = vie™ bzw. x(t) = ve™! (4.2)
Mit dem Ansatz ergibt sich

(K — Mw?)v =0.
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Der Exponentialfaktor fallt also wie immer wieder raus und wir bekommen ein
algebraisches Problem. Bei dieser Gleichung handelt es sich um ein sogenanntes
Eigenwertproblem, d.h. man muss erst die Eigenwerte w? bestimmen, die diese
Gleichung lésen, und dann die zugehorigen Eigenvektoren (vy,vs). Da die zwei
Matrizen hier symmetrisch und positiv definit sind, kann man aus der linearen
Algebra folgern, dass auch die Eigenwerte w? reell und positiv sind und dass die
Eigenvektoren reell gewahlt werden kénnen und eine Basis fiir den Losungsraum
aufspannen.

Wir nehmen jetzt das Beispiel der zwei gekoppelten Matrizen, mit f = 2. Dann
haben die Matrizen folgende Form:

(T 0 o k1+k12 —klg
N0 my N —kio ko4 Ko

und das Gleichungssystem lautet in Matrixschreibweise

]{71 + ]{512 - m1w2 —1{312 (%1 . 0
—ki2 ko + k12 — maw? vy)  \0

was diesem System aus zwei Gleichungen entspricht

I
i

—mw?v = —kvy — ka(v) — vy)

2
—MoW Vg = —]{721)2 + klg(vl - Ug).

Auch ohne Kenntnis der Theorie der Eigenwerte ist klar, dass man hier einfach ein
lineares Gleichungssystem losen muss. Falls die sogenannte Sdkuldrdeterminante
verschwindet, d.h. det = 0, besitzt es eine nicht-triviale Losung. Das entspricht
einer quadratischen Gleichung fiir w?, welche auf zwei Eigenfrequenzen w? fiihrt.
Durch Wurzelbildung bekommt man also insgesamt vier Frequenzen, was genau
der Gesamtzahl an Freiheitsgraden entspricht (zwei raumliche Freiheitsgrade, zwei
Impulsfreiheitsgrade). Diese Freiheitsgrade entsprechen den vier Anfangsbedingun-
gen (Ort und Geschwindigkeit jeder Masse). Zu jeder Eigenfrequenz gehohrt eine
Figenmode (Eigenvektoren (vq,vs)).

Wir diskutieren jetzt den Spezialfall m; = my = m, ky = ko = k und berechnen
die beiden Moden.

1.Mode

k k —k v 0 v 1
2 12 12 1y _ 1) _
e U ) ()= = () -6)

Das entspricht einer gleichsinnigen Schwingung der beiden Massen. Dabei wird die
koppelnde Feder nicht belastet, das ist also eine triviale Mode.
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2.Mode

k + 2k —k —k v 0 v 1
2 _ KT 2Rk12 12 12 1) _ 1) _
A=t e (G ) ()= ) = ()= ()

Das entspricht einer gegensinnigen Schwingung der beiden Massen. Dabei wird die
koppelnde Feder periodisch gedehnt und gestaucht. Die Frequenz dieser Mode ist
hoher.

1. Mode 2. Mode
gleichsinnige Schwingung gegensinnige Schwingung

(die mittlere Feder wird nicht
belastet)

Abbildung 4.27: Ein System mit zwei Massenpunkten hat zwei rdumliche Freiheits-
grade und deshalb zwei Fundamentalmoden.

Die allgemeine Losung mit vier Parametern, die durch die Anfangsbedingungen
festgelegt sind, lautet:

x1(t) = a_ cos(w_t) + b_sin(w_t) + ay cos(wit) + by sin(wyt)

xo(t) = a_ cos(w_t) + b_sin(w_t) — ay cos(w;t) — by sin(w, 1)
Man kann die sogenannten Normalkoordinaten ¢); und ()5 definieren:
Q1 = a_ cos(w_t) + b_sin(w_t)

Q2 := a, cos(wyt) + by sin(w, t)

Wegen 1 = Q1 + (2 und 25 = Q1 — Q> gilt:

T +x
Oy = 12 2
T — X
Q=5

Die Normalkoordinaten sind interessant, weil sie wieder skalar sind. In den Nor-
malkoordinaten ist das Problem in f unabhéngige harmonische Oszillatoren ent-
koppelt.
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Am Schluss betrachten wir einen wichtigen Spezialfall. Wir starten mit einer aus-
gelenkten Masse, die zweite Masse ist in der Ruheposition, und es gibt keine Ge-
schwindigkeiten. Dann gilt 21 (0) = A, 22(0) = #1(0) = #2(0) = 0. Alle Sinus-Terme
verschwinden und man hat

x1(t) = g (cos(w_t) + cos(wt)) = A (cos(%t) cos(%t))

xo(t) = é(cos(w_t) —cos(wyt)) = A (sin(%t) sin(%t))

wobei fiir die Umformungen von Summen auf Produkte die Additionstheoreme
genutzt wurden. Zum Beispiel kann man fiir den Fall z; die Gleichung cos(a +
b) 4 cos(a — b) = 2cosacosb verwenden. Jetzt betrachtet man noch den Fall mit
schwacher Kopplung (k2 < k). Dann kann man das Ergebnis interpretieren als
eine Schwingung mit der Grundfrequenz (wy + w_)/2 ~ k/m der einzelnen Os-
zillatoren, aber mit einer Amplitude, die auch oszilliert, allerdings viel langsamer,
namlich mit (wy —w_)/2 &~ k13/m. Die modulierte Amplitude dhnelt dem Fall der
Démpfung im harmonischen Ostzillator, aber hier ist sie nicht exponentiell abfal-
lend, sondern oszilliert. Das heifst, dass die zwei Pendel abwechselnd sich bewegen
und stillstehen, und dabei die Energie von einem auf das andere Pendel wechselt.
Dieses wichtige Phdnomen ist als Schwebung bekannt.
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